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ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN  [4SS }56
‘door :

Prof,Dr B, Meulenbeld

Inlelding

Tot nu toe hebben wij steeds pewerkt met rotionale getallen, of ge-
tallen uit het getallenlichnam der rntionale getallen, nangeduid
door P.

Een getallenlichaam is een verzamelins van getallen met de volgende

elgenschappen:
1. Het lichaam bevat minstens 2 getallen;
2. Als het lichnam o en (3 bevat, dan ook X*@, o en % {(SM{)

Het getallenlichaam van Gauss bestnat uit de complexe getallen n+bi,
waarin a en b rationale getallen zijyn, Het is gemakkelijk in te =zien
dat deze getallen een lichnan vormen., Men kan in dit lichaam ook Se -
hele getallen definieren. Het pretallenlichaam van Gauss wordt AANE -
duid door P(1). Evenzo vormen de zet2llen a+ $b met Q= -3+i V3

(2 en b rationnal) een getallenlichanm, aangeduid door P(?). Fen depr-
de voorbeeld is het lichaam P(1VY5), gevormd door de getallen

a+bi \[5 (2 en b rationanl).

Het rationale getallenlicharm I is het eenvoudigste lichaam dat er
bestaat, d.w.z. elk willekeurig getallenlichaam {1l bevat steeds P,
Vroeger 1s bewezen, dat elk natuurlijk getal n op eenduldige wijze
in factoren kan worden ontbonden, d,w.z. uit N=P40ne . P=q,00- . Qg
volgt r=s, en, afgezien van de volgorde, zijn de p's gelijk aan de
g's,

Men kan nu‘bewijzen, dat ook in P(i) de daarin gedefinieerde gehele
getallen een eenduldige factorontbinding bezitten. Dit is ook-sin
P(P) het geval. Ook in P(1\/5) kan men gehele getallen in fictoren
oniginden, doch deze ontbinding is niet meer eenduldig. Het bestaan
van lichamen, waarin geen eenduidige factorontbinding mogelijk is,
is aanlelding geweest om een geheel andere theorie op te bouwen,
n,l, die der algebraische getallenlichamen en aanslultend hieraan

de idesaltheorie (Dedekind en Kummer).




Eenduidige ontbinding in P(1).

Definitie. Onder een geheel getal verstnan we elk getal S =a+ib,

waarbij a en b geheel rationsnl zijn,

De volgende stellingen zijn nu gemokkellijk te bewl jzen,

1. 1 is peheel,

. Teder geheel rationnal getal is geheel,

. Ieder rationnal getal dat geheel is, 1is een geheel rationaal ge-
tal. _

4, Is § geheel, dan ook het toegevoegd complexe getal k.

5. Zijn € en q\geheel dan ook S +!X ¢ - ,~§VL-

Definitie. 21} E;%C Dan betekent & /n ( Edcelbaar op q}- Er be-
staat een geheel getal T(‘lﬁt h= XE. g yém dan bestaat er zo'n
geheel getal ;{hnlet

no

(¥

6. Zijn g en Ykrationaal, g £0, dan 1is S//ﬁ\dan en slechts dan, als
in de vroegere zin %,/ is.

7. Uit §/ n/gvolst § /%
8., Uit ’3/:1 /Svolft j/ourp% @5
9., Voor elke .,'S‘ geldt 1/% . -1/5 s 1/5
voor elk ©40 is S/B - S/B 1%/E en —-*LS/_E
Dit volgt uit k=1.% =(-1)(-§)=11§)=(-1)15 .

Definitie. Ondar de norm van E )}ﬂﬂGdUﬁjN(é)) verstaat men het ge-
tal E £ =

10, N(%) is gehoel en voor § 40 is SI/PJC%E

11, N(Aa) = 2® (a is peheel ratiomaal).

12. N(§) is cen geheel rationaal getal.

0 voor & =0
N(é) m-{ﬂ voor § =1, -1, 1 en -i
{ 1 overigens
13. N(§ N(1).
Bmd& ]%mg EG 3,dus‘§ﬂpﬁiyarm\
14, Uit §/5 volgt N(¥)/N(
Bewijst §/5 3 BWXE = N(g) =N IN(E)I=3NE)/N(B)
E#£0, dus N (§)#0.
15, 1Is E/ voor elke , dan is £=1, -1, 1 of -1,
Bewljs: £/1 =% N(€)/N(1) 3N (€)/13 N(e)=1
Definitie. De vier getallen £=1, -1, i en -i heten eenheden van
‘”iql, Dit ziJjn dus de enige getallen die op elk geheel getal deel-
" baar zijn,
16, Is € eenheid, dan is ook €~eenheid
ﬂ?. Zijn & en & eenheden, dan ook £ QE
18. Uit a/g volgt cwe.
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Definitie. g heet geassocieerd met N, als er een & is met E=me ,

19, Het begrip genssocleerd is symmetrisch, reflexiefl en transitiefl,

Definitie. Is N(E),>ﬂ, den heet § ondeelbaar of priem, nls bij de
ontbinding ¥ =13 df N(n)=1 ¥f N(%5)=1 is. Elk ondeelbaar getal
heeft precies 8 delers.

We zullen de ondeelbare getallen door de letter 1{ voorstellen,
20, Is ot met 1T geassocleerd, dan is ook o ondeelbaar,
Bewljs: Is n/0 3 o= XN, en mweﬁgc%m e =N =3
M=eXn I N /1T RNnee of nzemw=¢ n.

21. Is N(E)=p, dan is & prienm,

Bewljs: Uit &=n% zou volgen N(E)=N(nIN(B)  p=N( rgmﬁ), dus of
N(n)=1 of N(&)=1.
Voorbeeld:N(2+31)313, dus 2+31 1is priem,

Niet omgekeerd: Een priemgetal kan het best een samengesteld getnl
tot norm hebben, b.v. N(3)=9. Toch is 3 onleelbaar, want uit 3= n T
N(") 2> 1, N(S)‘>ﬂ, zou volgen QzN(n)N(ﬁ), dus N(ﬂJ:B. Is n=a+ib, don
zou a +b =3 een oplossing hebben.

22. Is N(%)>’L dan is er een ontbinding in priemfactoren mogeli jk:

S < 7T MMy T

Bewijs: (inductie naar de norm), Is N(S):E, dan is~5 priem, dus klnar,

Is N(S);>Q, dan z1ij de bewering bewezen voor alle gevallen waarvan

de norm >1 en <N(§) is,

I 'E priem, dan g =N, klaar. ¢

Is & d\eqeébaar', dan is §= r\B , N(W) >1, N(g) >1, dus N()= %cil\f{:),

N‘(S)z %y{»—%.m(g), dus N =TT, ... M | S =Ty Ty g =TT, .. 0717,

Nu de eenduldigheid.

23. Is N#0, gwillekeurig, dan zijn er 2 getallen §)en A met

5::5 q+—%, N(») <H(n) (Euclidische algorithmus).

Bewljs: 3 is complex = A+iB (A en B rationaal). Er zijn dus 2 gehele

rationale getallen x en y met [A-x| (3, \B«y [ <5,

We stellen nu x+iy= S en —Bf\::}, dan is e _
han (B -5) =BT i (B-g)6 s (A] = Il Vea-=)(8-p 0 2
<InlVETE < Inbs NOY =1 <inl®= N ().

24, vt T [§¥volet TT/§ or 1T/

Bewijs: We kunnen aannemen TV/?rl,rT7z g s, te bewijzen: TT//ES :

Qndar alle getallen m{§+Yer¥O moet er een de kleinste norm hebben.

Deze kleinste norm is in elk geval < N(1T), daar N(§+ﬁiq)<;N(ﬂ7 biy

passende /3‘ Wegens Tfitgis hierin §*+ﬁ17#@. o{en (3 worden zo geko-

zen, dat m§+(3ﬂ"= a' (0 <N(¥) <N(1T)) en N(J) zo klein mogelljk,

We beweren nu dat N(Y)=1. Anders zou bij passende X, A

AT=XY+N 5 NNy en N(Y>o

w0

e e --«»--—4-;—1—1



wlfn

(anders was aféTbn wegens N({)}>1 dus g SIT, N(y)=N(1T)).
Dan zou: kmr‘r‘..x =T - X'(a§+{3ﬂ)m dﬂg +!@1 77, hetgeen strijdt met
de minimaal definitie van a’.

Dug moet bij passende d,(?)? gelden M\E + @3 1T= &

Nu is gegeven ‘(‘\/55 L Uitde 5 +@TT 5 = ‘EE‘(: - TT/FS -3 77—/5 :
25, Uit TT/’%, -'-Sn volyt 7#}/§‘nyoor minstens één m,

Bewljs door inductie, » - N A
26, (Eenduidigheid). Uit g'xww;TTm...Trt::TQ’yTz’.“ e’ (21,521 /
velgt r=8, en de {(7's zijn, afgezien van de volgorde, aan de 177
geassocieerd,

Bewijs: Voor N(%)mé is stelling trivinal, daar E;dan priem 18,

r=8="1 en TT‘, = Tr,

2iJ N(§)>2 en de bewering bewezen voor elke » met /<:N(q)<jN(§).
Is E priem, dan szmﬁ,'ﬂlzTT;‘, en de stelling bewezen,

Z1) v 21, 821, Dan 1is volgens stelling 22

SEWAIARER § Pl S LYY T PO zeq T, [ TTg'.

Dug Of TT =1 Of aan 1T 's 'eﬂ%soeieerd, Het eerste kan niet, dus

O l /
Q Ty = T, Dus nN=%=11 ..M, =cm' 7.
Daar 1< N(n )<(N(§) 8 wegens inductie-onderstelling r-1=s-1 T3 r=s,
~ ] e oA . ! -
en afgezlen van de volgorde zijgn 7T, 4 S > 7T, aan C1T y oo s
geassoclieerd, dus ook aan Tﬂ‘) ,..)TT;”"

Men kan dezelfde bewl jscang volgen voor de getallen uit het lichaom
P(~-3+1Y3). Men kan dnn ook weer de eenduldige factorontbinding e~

wijzen,

Nu het getallenlichaam P(i\5).

Definitie. Een geheel getal is elk getal § =a+1ib {5, waarin 2 en

b geheel rationaal zijn.

i vgﬂis geheel, Te stellingen 2 t/m 8 gelden weer, De bewijzen zijn

analoog aan die in P(1). Stelling 9 wordt nu:Voor elke S is ﬁl/g,

«W/S. Voor g;&Bis ¥/% --8/5

1 en -1 zijn dus nu de eenheden, Stelling 10 en 11 gaan weer annloog.

Stelling 12 wordt nu: | 0, voor &

N(E) i1s een geheel rationaal getal en wel is N(f): iiﬂ, voor § = +4

.1’ overigens

De stellingen 13 t/m 22 weer analoog.

Stelling 23 geldt niet meer. Er is geen Euclidische algorithmus,

d.w,z, het 1s niet waar dat bij ledere v\ #0 en ledere % twee getal-

len "(em zijn met ¥ = An+h, N ( )¢ N(N).

Tegenvoorbeeld. Neem W =2, g =1 \/5, Noem Y=x+iy 5, dan zou
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” - N .
=N(") SN( ) ( - )=N(-2x+i( /5lay k»"?))=4x2+5(1—2y)2£ 5(1-2y)° =5 .
Stelllng. Het is niet waar dat uit'ﬂ7/§§volgt ﬂ}/gof17715,
Bewijs., 2 is priem, daar uit 2= <&, N(«) > (@);>1 zou volgen

4=NQX)N(€):;22:NQX)=&2+5bF en de7@ heeft geen 0010381ngen

Neem nu 1T=2, & =1+1 /5, Ej_ﬂ i Y5

§5=6, Dus Tf/§5<m 2 41415, G %1 i /5.

Stelling, Uit g = 7T, - - TTe=TT,. .. 7T’ volgt piet dat de i, arge-
zien van de volgorde aan TT geassocieerd zijn.

Bewijs: 2.3=(1+1 '5)(1-1 \{5).

Alle vier factoren zijn prien. Voor 2 1s dit bewezen, voor 3 gaat
het bewijs analoog. Voor 1 + 1 VEﬁvolgt het als volgt: Zou

1+ 1V5 = &«B, N) >, N(@) >1 dan zou 6=N(1+1 \5)=N(x ON(E) =3 N(=)=
=2 of 3 en dit kan niet daar 02+3b2 2 of 3 geen oplossingen hebben.
2 is niet uit 1+i |5 en niet uit 1-i V5 geassocieerd.



ALGESRAISCHE GETALLENLICHAMEN II

door

Prof.0r B, Meulenbeld
1C Ontober 1085

Definitie: Is een veel’erm van de pedaante f(x) = aoxn + ... + 8
a, # 0, dan heet n de yraad van die veelterm.

n)

Stelling: Heeft f(x) d. zraed n, en z(x) de graad n,, dan heeft
f(x)g(x) de graad n, + n,.

Met P duiden wij aan het lichaem der rationele getallen, met (L
een willekeurig getallenliichaam,

Definitie:Een veelterm f(x) hezt veelterm in {1, als al zijn codf-
fici¥nten tot {L behoren.

Stelling: Zijn f{x) en g(x) ve=ltermen in fl, dan is dit ook het
geval met f(x) + g(») en f(x)g/x).

Stelling: f£(x) en g.x) ziyn vecltermen in f1., g(x) # 0. Dan bestaan
er twee eenvoudig b-paalde veeitermen q(x, en r(x) in £} met
f(x) = a(x)g(x) + r(x), met r(x) =20 of graad van r(x) < graad van

g(x).

Bewijs: Is f(x) =0, din »(x) £ 0, q(x) Y, triviaal.
Is f(x) = 2. din is o(x) %0, r(x) = a, als gr g > 0, en als
g(x) = b, drn is ~(x) = gv r(x) =0, als gr g = 0, triviaal.
Is g(x) = ¢ (dus 2 * =0), dan is q(x) = —c']—f(x), r(x)=o0,

triviaal, Stel ™ g : 1, en gr f<gr G, dan g(x) = 0,

r(x)z f(x), tr vi2al. WiJ kunnen dus aannemen gr f Z gr g.
Volledige induc~ie, s gr f = n, dan stellen wij de stelling
bewezen voor ve lteruaen van graad n-1,.

il

n i
f(x) =ax + ..+ as & in &, a £0

u

o
©

de

g(x) oF et bp, P, in 2, by # 0, n2 p.

Beschouwen veellarm: ¢(x; = f(x) - n- Pg(x). Dit is

hlerop dus stelling toe te

) gr r<grg, r(x) in {01
) + g x" Pg(x)

(

veelterm in (.. ‘raau ¢ = n-1

passen. @(x) = 1, (x)g(x) + r(

£0) - 2q(0)8(x) + o
-g(x)gqq(x} “ 5; x" p‘}+ r(x).

= q, %) + o0 xR, )

e

]

WM.

Dus ao(x

Sa o
¥



Eenduidigheid: Uit f(x) = 1(x);:r(x) + rﬂ(x) = qg(x)g(x) + re(x)

zou volgen: iQW(X) - q,(x) kg (x) = ry(x) - r,(x).

Rechts graad <gr g, links 2 gr g, tenzi} qﬂ(x) - qg(x) = 0 en

rQ{x) - rq(x) = 0,

Gevolg: Is (1= P en b = 1, dan q(x) en r(x) in {1l met geheel ratio-
nale co¥fficiénten,

Definitie: ~f heet relatief algebraisch t.o.v., {L, als er een veel-
term £(x) # O bestaat, met I(J) = O.

Men kan zelfs het bestaan van een veelterm in f(x) in {1 eisen met
hoogste co&fficiEnt = 1, want als f(x) in (Ll en ¢ de hoogste co¥ffi-
ciént is, dan 1s ook ﬁix} een veelterm in (I met dezelfde wortels.
Is {L= P, dan spreekt nen zonder meer van algebralsche getallen.

Voorbeelden: éV‘ is algebraisch t,o.v. elke {1 die T bevat, immers

xz-?er 2 is algebr.,immers x-2=0, i is algebr.immers x2+1m0 of
x -1=0,
Definitie: Zij ¥ relacief algebralsch t.o.v. fl, en n de graad van

de veelterm in () met de laagste graad met wortel v, dan heet n de
relatief-graad van Jt.,o.v. (L. Is (L= P, dan kortweg de graad van
J . n hangt van ¥ ¢f, ¢n van{L ., In het lichaam van Gauss P(1i)
heeft 1 de relatief graad 1, immers x - 1 = 0, in P de relatiefl
graad 2, immers x + 1 = 0, Elk rationaal getal heeft de graad 1.

Stelling: o is relatief algebratsch t.o.v.ﬁi., relatlief graad =
f(») 1s een veelterm met f(J) = 0 van graad n. g(x) is een wille-
keurige veelterm met g(J) = 0. Dan is g(x) = q(x)f(x), a(x) in Q.

Bewijs: g(x) = q(x)r(x) + r(x), a(x) en r(x) in L, r(x) # 0 of van
graad <n. Dit laatste kan uict wegens r(J) = g(¥) + q(J£W) = o,
en de definitie van n.

Definitie: f(x) ¥ 0 in{l. £(x) 1eet reducivel in (), als er twee
veeltermen van lagere graad fq(x) en fe(x) bestaan, zodat f(x) =
f1(x)f2(x). Is dit niet het geval, dan heet f(x) irreducibel.
Voorbeelden: Elke veelterm in {Lvan de Ode of 1ste graad is irre-
ducibel x° + 1 is in P irrec ucibel, in P(1) reducibel, nl., (x+1i)(x-1i).
Nzrh is algebraIsch van de graad n.

Is & relatief algebrafsch “.o.v. (lLvan graad n, dan is aoﬁn +»a15*n~1+

+oaee ta, =0, 8, in {1, 2y # 0. Ook kunnen wij zeggen:

J o+ b,{{S""f"g t eee v D =0, by in{l.

Dit is de enige veelterm ven dezs gedaante van graad n.
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Was er nog een, dan was ﬁ/ook een wortel van het verschil van lacere
graad, en dit kan niet,

x4 qun'q + ... + b heet kanonieke veelterm van 3ﬂln.fl. van V2
18 x" - 2 de kanonieke veelterm, Iedere kanoniecke veelterm is irre-

ducibel,

Stelling: Is f£(J) = 0, dan is f(x) deelbaar door de kanonieke veel=-
term g(x) van < . Is iedere wortel vanf{x) = O ook wortel van g(x)=0,
dan is f(x) = c%g(x)?k, k 2 1,

Bewijs: gr f 2 gr g. Is gr £ = gr g en f(x) = a X
dan is ¢ = a, .

Is gr £ > gr g, dan volledige inductie, f(x) is deelbaar door g(x),
dus f(x) = q(x)g(x). Iedere wortel van q(x) = 0 is ook wortel van
f(x) = 0, dus ook van g(x) = 0, q(x) is van lagere graad dan f(x),
dus q(x) = cqig(x)ﬁkﬂ , en £(x) = cqi(g(x)}k’?"’"1 = c%g(x)}k.

Stelling: Een irreducibele veelterm heeft met geen enkele veelterm

n
+oae. +
8., 8, # 1

f(x) van lagere graad een wortel gemeen,

Bewijs: Gr f < gr g, dan zou f(x) = q(x)e(x) en gr £ > 2r g. Tepen-
spraak.,

Stelling: Tedere irreducibcle veelterm bozit alleen enkelvoudipe
wortels.,

Bewijs: Had g(x) = 0 meervoudige wortels, dan waren dit ook wortels
van g{x) = 0, en deze 1s van lagerc graad,

Stel kanonicke vergeli jkiag van Jinl)lis: g(x) = 0+ cee toa = 0.
De wortels zin J = T, 3;‘4 ﬁ&ﬁUJ weten '51 #'3;.
Stelling: De graad van o, ,.... dJ, 15 ook n.

Bewijs: Stel graad van Clwas m«n, en de kanonleke vercelijking
£(x) = 0. Daar (J3 = ¢ en £(Ty) = 0, zou ¢(x) = £(x)a(x), en zou
g(x) reducibel zijn,

Definitie: N, , Ay, .. ¥, heten de aan ¥ toepevoerde getallen t.o.v.
L1 . Deze hebben dus dezelfde kanonieke vergelijking.

Voorbeelden: ffm“éfg. FKanonleke vergelijking: x3 - 2 = 0, Toege-
voegde getallen: Af; J(-E+EVE), J(-1-21MB).

In P(1);¥ = a + ib, b # C. Kanonieke vergelijking,

x2 - 2ax + 32 + b" = 0, Toegevoegde getallen a + ib en a -~ ib.
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Stelling: Is f(x) = O voor iﬂ , dan ook voor iﬁ‘,“. o «

Bewljs: Kanonieke vergelijking van ay%: g(x) = 0, Dan is

f(x) = g(x)a{x), dus f(Jé) = .., = f(d%) = 0,

Gehele algebratsche getallen. Lichaam is P. v ois algebralsch met

graad n. Kanonteke vergelijking van o : x" + a xn'1+ ess + an = 0,

1
De co¥fficiEnten zijn rationaal.

Definitie: Zijn alle co¥ffici¥nten geheel rationaal, dan noemt men
o geheel algebrafsch,

Deze definitie 18 nietin strijd met het begrip "geheel" in P. Ook
niet dle in P(1).

Voorbeeld: J 2 is geheel algebraisch,

geheel rationaal getal

In P is rationaal getal = gohcel vationasl Tetal °

Nu de
Stelling: Een algebralsch petal

.. geheel algebralsch petal
gcheel ratlionaal getal °
Bewl js: Jis algebralsch met kanonieke vergelijking

n n=1 - a0 mtd _ geheel rationaal
X+ aqx + aes t a = 0, met a; ationaal = gehecl ratlonaal
Wij vermenigvuldigen met het product vun de noemer, zodat de ver-

geli jking wordt:

n n=11
box - bﬂx + see + bn =0 (bO = 0), bi geheel rationaal.
Stel x = gL. Vergeli king wordt ¢ing
o}
yn + bﬂynaq + cee + bon'qbn = 0. Jeze verpelljking is kanonlek met

geheel rationale co¥fficitnten, Tus y = ceheel algebralsch.
X = gL . geheel algebrelsch petel
o

-

geheel rationaal geta. °



ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN III

door

Prof.Dr B, Meulenbeld

2 November 1955

Stelling. Laten g(x) en h(x) veeltermen zijn met geheel ratlonale co¥f-
fici¥nten:

1

g(x)malx to..¥8, (al,...,ao)n1, alﬁo.
m

h(x)zbmx too.tb, (bm,...,bo)mﬂ, bm¥0.

1+m
Zij g(x) h(x)=°1+mx +...+c . Dan is

(Cl+m; ) -,Oo)squ

BewlJs. Ongerijmde. Was het gestelde niet waar, dan zou er een p zijn
die deelbaar was op alle c,. Daar (al,...ao)mﬂ en (bm,...,bo)=1 is p
niet deelbaar op alle a's en niet op alle b's, Er is dus een A en een

i
Acmet p , p% b . en p;ac,...,pta42*1 (als } >0), p%bo""’/L(-ﬂ
(als/a> 0) Nu is
Go“aobo’ C =2, b1+aqbo, c,=a b2+a b +a2b -
a0 2 B s a1 ) B ¥ A+1%ﬂ¢-1+"'+a)4t/uPo‘
p is deelbaar op alle termen behalve op a Tegen-

At>af dus p% CAt/Mf

spraak.

Stelling, Laten g(x) en h(x) veeltermen zijn met geheel rationale co¥f-
fici&nten:
1
g(x)ualx tooata g, al¥0
m

1+m
g(x) h(x)=c, x"""+...+c_. Dan is
(al,ens,ao)(bm,‘;.,bc)w(clm, o .,CO)

Bewljs. Noem (al,,..,ao)=A,(bm,...,bo)mB.

5%1‘1,. G(x), ?-%"l = H(x). Dan is S-KE%M = G{x) H(x).



P

4

G(x) en H(x) voldoen aan de veronderstellingen van de vorige stelling.
©14m o - :

Dus’ (W"".’ m) “1, Of (Clm,..-;co) " AB.

Stelling. Onder de veronderstellingen van de vorige stelling geldt, dat

als k een geheel rationaal getal 1is met k%c\) voor V =0,...,1+m, ook

kSapbq voor p=0,...,1; q=0,...,m.
Bewljs: k{(c14m,...,c0), dus kl(al,...ao)(bm,...,ba) dus k\apbq.

Stelling (van Gauss) Is een veelterm met geheel rationale co¥ffici¥nten
reducibel, dan is deze in twee veeltermen te splitsen met geheel rationa-
le coBfficiénten,

Scherper: Uit f(x)ufq(x)fg(x)(f(x) geheel rationale co¥ffici¥nten,

fﬂ(x) en fg(x) rationale co¥ffici¥nten) volgt, dat bij geschikte ratio-
nale p#0 de veeltermen p fq(x) en % fe(x) geheel rationale co#ffici¥nten
hebben,

Bewi js. f(x)ufﬂ(x)fe(x).

fq(x) en fe(x) hebben rationale coBffici¥nten, We kiezen nu twee natuur-
lijke getallen M en N zo, dat alle co¥ffici¥nten van M fq(x) en N fg(x)
geheel rationaal zijn.

™ fq(x)=g(x)malxl+...+ao, a, geheel rationaal

N fg(x)zh(x)abmxm+...+bo, b, geheel rationaal
MN f(x)ag(x)h(x)mc1+m xl+m+...+co, ¢, geheel rationaal
Volgens een der vorige stellingen is:

(31:-v¢:30)(bm:--~:b0)=(cl+m:-'-:co)
Kortweg: AB=C.

Duidelijk is: C=MNQ, dus AB=MNQ.

1 m
MN f(x)m(alx +.,.+ao)(bmx +...+b0)
1 m
(a,x"+...+a_) (b X +...+b )
f(x)u 1 o » m o . Q
A B

Beide veeltermen rechts hebben geheel rationale co¥ffici&nten,
M f.(x) N fy(x)

A B
Noemlg = p%”ﬁan is gg = %~; dug T(x)= {pfq(xz}{'% fz(x{} .

f(x) =

Stelling. i%gayja@ghaurtel van een veelterm met hoogste coBfficiEnt 1 en
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geheel rationale co¥ffici¥nten, dan is z? geheel,
Bewijs. Stel die veelterm is g(x )=x™ o 4% K=y .+b_ en de bij'ﬁV beho-
rende kanonieke veelterm 15
f(x)mxn+am_qxn q+...+no.
Te bewijzen is, dat alle a's geho=l rationaal zljn,
Nu is g(x)=q(x)f(x), q(x) in P. De huogste co¥ffici¥nt in g(x) (die van
1Y 18 nierbi] =1.
Volgens de vorlige stellimg kunnen we nu een geschikte geheel rational:
p vinden, zo dat cq(x) en z f(x g@heel rationale coéfficiénten hebben,
D heeft in cq(x) de coéfficiént ¢; x" heeft in = f(x) de co¥ffici&nt
% . Dus zljn c en % geheel rationaal, dus c= + 1. Alle coffici¥nten 1in
f{x) zijn dus geheel rationaal.
Getallenlichaam~f}-.‘9/ 18 een willekeurig getal. Vormen nu‘fl(if). Dit
is het kleinste 1ichaam dat JTLomvat en ﬁY’bevat Ligt if 1n.fl, dan 1is
.(1(%%)—~f). Ligt ¥V nlet in fﬁL dan islﬁl ﬁf >.(l
Definitie. Is.fl.een getallenlichaam, SV een relatief algebralsch geta.
t.o.v.,(L, dan noemt men het lichaam, bestaande ult alle getallen var
de vorm Eijil , waarbij F(x) en G(
a()
een relatief algebralisch getallenliclaam t.o.v. Jfl
(Dat het een getallenlichaam is, is zeer eenvoudig te bewljzen).
Is~(luP dan spreekt men kortweg van algebraische getallenlichamen P(J ).
Voorbeeld, Getallenlichaam van Gauss P(1).
Stelling. Als fr de relatiefgraad n heeft t.o.v. iﬁL dan kan men elk
getal o vanfht({y) op erndvidige wijze schrijven in de vorm & nr(ir,j
waarbij r(x) =0 1s, of een veelterm is 1n.thvan hoogstens graad n-1,
Opmerking o ~r(ir heet dan de lkarakteristieke schrijfwljze van .
Bewl js. Voor n=1 behoort {Y tot.(\~ enn is de stelling triviaal.

= Eﬁgl 0,
iR a();

Laten ..,éf de relatiefl toegevoegde getallen van ﬁrzijn, met
m17} Dan is ook G(17;)¥0, voor 1=1,2,...,n0.

We schrijverm N F(irq)G({Té)...G{zj;)
(V)6 ). ..6(Y)

Vngﬁnﬁ de 8telling van de symmetrische functies 1is de noemer rationaal
ult t@ f‘kkmn in ﬁa cmﬁfficiént van de kanonieke vergelijking van

' ‘gailjk aan @$ﬂ ‘getal {3 uit

 Is de kanonieke veelterm van 7/ £(x), ﬁan is dus

x) veeltermen in.(}»zijn en GQJS#O
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r(x)uxnmn__qx“"q%-. cota =(x- Z?,,,) eeo(x- 27;)

Nu is flx)-f
(x-T3)..(x- 7)) ,(:)o*( T gy (02 T,

1
waarbi]j gn_g(t?/q):-- .,go( 17/,1) veeltermen in -«Q' zijn.,
Dus is G(ﬁ/g)...G(qj’/n)qu( 17;), met F(x) in-O-, en
P(7)F ()
A =
‘ &

Verder is g(x)=q(x)f(x)+r(x) met graad r(x)i_n-’l, alles in Q

o =e(,)=a() (7)) +e( T )= 7).

Eenduidigheid: Was o zrq(q?/)nr?(ﬁ/), dan zou r1(1?/)—r2(’2]")m0, en @’ vol-
doen aan een vergelijking met lagere graad dan n. Tegenspraak.

Elke of ult ﬂ('ﬁ") is dus voor te stellen door de karakteristieke schrijf-
wijzes

= g 17:) met g(x) in-ﬂ-.

n--1
v uc0+c,117’+...cn_qﬂ’ o ey inﬂ)

Voorbeeld. P(\/ 2).

o L B /22
6W—W+?%-E
COM,1 %+QQ\W+.,.+C6%6, met eco,...,cé rationaal,

Stellin&. Q‘heeft relatiel graad n t.@.v,lq‘?{?},... '17;) zlin toegevoegd
nan Y = 17':} Is & =R(7) (R(x) veelterm ind L), en r{x) de in de karak-

teristieke schrijfwijze optredende veelterm, dan is R( 273)=r'( 1?;;) voor
Vmﬁ,z,...n.
Bewijs. Uit R(¥)-r(1)=0 volgt R(Vy)-r(Vy )=0.
Stelling 1. V" heeft relatief graad n t.ow.Jd L, o is een willekeurig
getal .*mﬂ(ﬁ‘). Dan is X relatief algebraisch t.o.v.ﬂ-voor relatief
graad 1, waarblj 1 een deler van n is;
2. 1 18 het santal verschillende onder de getallen
r'(ﬁ_:,},,..,r(ﬂ;) waarbij r(q)) de karakteristieke schrijfwijze voorstelt;
3. Elk der verschillende getallen r( 17;),...1“(17;) komt :'?f maal

is altijd te brengen in de vorm:

voor; 4, De verschillende van deze getallen zijn de aan ol toegevoeg-

de getallen,

Bewijs. £x~r{ﬁ}} {xw{lf'é)} ...{x-—r(zﬁ;)} =0 (a)



heeft wortel <X , Volgens de stelling der symmetrische functles zijn de
codfficiBnten van deze veelterm in het linkerlid getallen :m_Q,. ol is
dus algebralsch van de graad 1 € n.

Kanonieke vergelijking van ol: X+b, to.o#Dy=0. o 1# Q(J (B)
b, in ﬂ Een der wortels is ol =r(1)). Dus z1Jjn ook wortels:
v(ﬂ*g),...,r(ﬁ'n)‘ Alle wortels van (A) zijn ook wortels van (B). Dus
volgens een vroegere stelling:

{x—r (ﬂ’ﬁj e {x-—r( l?;)} =c { x1+b,]xl"1+. . .+bl} K (c ina)

Eerste co¥ffici¥nten zijn =1, dus c=1; en n=1lk k > 1
Hiermede alles bewezen,

%=1

puamtly

Stelling, Is.gil(ﬁ?ﬁzgl(C)), dan hebben 3/ en (@ dezelfde relatief graad.
Bewljs, Stel ﬁ?“heeft relatief graad n, en (:) m. Volgens de vorige
stelling 1s, daar@ totQ(ﬁ’) behoort, m‘gn. Evenzo is n&m, dus m=n.
De relatief graad van alle voortbrengende getallen van een relatief al-
gebralisch getallenlichaanm t.a.v..f),is onafthankelljk van dat voortbren-
gend getal. Men spreekt daarom van de relatief graad van een relatlef al-
gebr#isch getallenlichaam, Is*(lﬁmP, dan spreekt men kortweg van de grand
van het algebralisch getallenlichaam,

Voorbeeld, o = \3/“2 1s van de graad 7. Alle getallen van P(\}ré) zign
voor te stellen door

{3 zco+01\zf§+...+06\3/56.

De graad vanﬂ 18 een deler van 7, dus 1 of 7. Is dit 1, dan is [3 ra -
tionaal en ¢ =Cp=....=Cc=0. Is minstens één der zes getallen 01,...,06;10,
den is (3 van graad 7.

Stelling. De relatief algebraische getallen t.o.v.Qvomen een getallen-
lichaam, N

Bewl js. We moeten bewljzen dat als oL en [3 relatief algebralsch t.o.v,.
ﬂzijn, ook o _+_[3,o( (3 en % ((3;!0) dit zijn.

Is [3 relatief algebralsch, dan ook % Immers voldoet /3 aan

m m--1 “ 4
& +bm-1f3 +...+b =0, dan voldoet 5 aan

f*
q.m 1m—1
(=) bo+(~) b,+...+1=0.

A po
Het bewijs voor 2 is dus terug te brengen tot dat van & L |
Duidelijk is datpmet (3 ook —f3 relatief algebralsch is. Het bewljs voor
A - f:\ dus terug te brengen tot dat van ol +(-—ﬂ).
We moeten dus bewi jzen dat of +{3 en o([,’» relatief algebralsch zijn.

1. A + (3 is relatief algebralsch. ‘

™ is algebralsch, Kanonieke vergelijking: x n-f'am_.,‘xr’“ﬂ‘+. .. +a, =0,



is algebralsch, Kanonieke vergelljking xm+bm~1 xn=1

(éi en b, in.ﬂ;).

L U +bmw"0

Ik vorm nu de getallen:

/Z“Ndnﬁm N=0,1,2,...,0=1 totaal

M

E] - .
M=0,1,2,...,m=1 nm=k getallen 7/1,...,%:

/'70,0“‘1 . Nu is
N M, )
LDy = & B = yyq,m VoOr NLn-2.
Ta N=n--1 dan

o O/n-’%,wf:d*n/smg_ {BM(a’ldnuu‘ Letay)

/ - Y : ] .
= "8'1‘771@-’!,?4 827n-2,M“' ay '70,M en 1is dus een som van 7 8

Geldt ook als men vormt /37N.M'
Steeds geldt dus:

C(yPaAPn 7/*1”‘:-,2 7/,2+. "+Ar,k7k (A's in .Q.)
B =By 4 4By 2 ot 4By M (B's 1n (L)
Stel & +f3 za/, dan 1is

3/171.@0?’1 ‘7,1-%3{,’2724-...+Cr"k 7k voor r=1,2,...,k (C's in ﬂ).

Hier stasn k lineaire homogene vergelijkingen met k onbekenden 71,. .o ﬂ(
Alle 7 's zijn niet 0, want ’/‘/‘q= 7O’O=1. Dus de determinant =0.

ol Cqare oy
€y Caz'a/“'%k

C

k9 Crar e+t Oy

Hier staat een vergelljking ;ma’ van de graad k=mn, De co¥fficlénten
liggen in L) pus { - 0<+/3 is relatief algebralsch t,o.v.SZL. met
graad £ mn, _

Is ..O._:P, dan hebben we hlermede nog meer bewezen voor het geval dat <«
en {3 geheel algebralsch zijn, In dit geval zijn de A's, B's en C's geheel
rationaal, De hoogste co¥ffici¥nt van de vergelljking in is =1. Dus
A8 dan ook = A + ﬁ geheel algebralsch. Op analoge wijze bewljst men:

: ‘a?: (:%(3 is relatief algebrdisch; en als ol en /3 geheel algebralsch zijn,
dan 18 o (3 dit ook.



ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN IV

door
Prof,Dr B, Meulenbeld

16 November 1955

Stelling.
o -l ]
10 Is 4o BATTEL g 042 =0 (0> 0), en ziin &, K2

algebralisch, dan 1s « algebraisch,
2. Z1Jn de co¥ffici¥nten bovendien geheel, dan 18 ke« geheel,
A3 aeee ziJjn algebraisch, voldoen dus aan vergelljking:

u o(n"1+...+aom0,

q q-1 _
A +lq_13 +...+1O“O,
met rationale (c.q. geheel rationale) co¥ffici&nten.
Noem nm...gr=k, en noem de getallen 771’?72""’77k

o ngm‘._ AQ R N=0,1,...,u=1,
M‘«"'—D,"!,.-.,m*"‘,
RS NI Y 0n b bk P A AR 21 .
Q@O,ngnuyq"q’ Wq ¥O
Rno,",...,r’-q.

/‘*¢f7m &NQM... RQ",«RM. Is R<r-1 dan is /«/7 een andere /7 Is R=r-1,
dan 16/4/7auN/3M.. AQ/%P::MN{}M.. AQ(—O(/LP“"—...‘- A)

N+1 M A LN N M+ 0 -2

(’1) m - Boees A g - ol /3 A -—....—ogNﬁM....AQM

Hierin is
N+1 M Q re-1 een anderpr als N<n=-1
= PR R { e 7 <

M Q  r-1 n-1 o
/3 "';},dt (-a,_4o 7 -..-a ) als N=n-1,

In leder geval is

c&N+1(3M--h z*“rﬁﬂ=01‘71+--+°k37k met rationale (c.q. geheel ratio-

nale)co&ffici¥nten,
Dit past men toe op alle andere termen van (1).
Dus /Q?7md1f71+...+dk~yk met rationale (c.q. geheel rationale) co¥ffi-
ci¥nten, Bewljzen dan weer met de determinant dat .« algebraisch (c.q.
geheel) is,

Gevolg. Elk relatief algebraisch getal t.o.v. een algebraisch lichaam
is een algebraisch getal.



Stelling. Bij twee algebraische getallen o« en (3 t.o.v, {1 vestaat er
een algebralsch getallenlichaam ﬂ(‘c), waartoe o en /3 behoren. T
laat zich zelfs schrijven in de vorm T = Va+ (3, waarin men vV geheel
rationaal kan kiezen.

Dit is de stelling van Abel. Met deze stelling kan men dus de adjunctie
van meerdere algebralsche getallen terug brengen tot dle van één alge-
braisch getal.

Bewijs. (van der Waerden), Het is duidelijk dat O(et,R)>L0(c). e
moeten bewijzen: {L( R )= -Q-(t), dus dat ieder getal van {L( ok, [3)
behoort totLL(r). Voldoende is te bewijzen dat o en (3 tot £)(t) beho-
ren,

o 18 algebraisch t.o.v..ﬂ., voldoet dus aan f(t)=0 met grord n , co&f-
fici®nten ind ). /3 1is algebraisch t.0.v. L\, voldoet dus aan g(f3)=0
met graad m, co¥ffici¥nten in 1. Toegevoegde getallen Okmu,i,d,a,.. Y
resp. ﬁw /3,1, {32,..., ﬁm Dus 0(1;4 oﬂ,l VOOr 2,3,...50, €N Bi# ﬁq voor
1=2,3,..,m. We vermijden nu dat of4+v /33= d’lwﬁ’)’ of

e R (102, ns 2y,
Kies dus v zo dat V#'m , kunnen deze dus zelfs geheel rationaal
kiezen, 1T 7

Nu is [ rs(x,‘w (3,‘: a+v 3, T is element vanﬂ(ot,ﬁ ). 3 voldoet aan
g(3)=0 en aan f(t)=r(7 -vf3 )=0, alles met codffici¥nten in L1, dus de
vergelijkingen: g(x)=0 en (T -vx )=0 hebben de wortel (3 gemeen. Voor

de andere wortels zijn U -v {Si;e' o ..§3 1s enkelvoudige wortel van g(X),
dus hebben g(x) en f( T -vx ) slechts de factor x - {3 gemeen. De g.g.d.
van deze veeltermen is dus x - (3. Ult de bepaling van de g.g.d. volgt

dat de coBffici¥nten van deze g.g.d. x- 3 inf£)(T) liggen, dus (3 ligt
in{L(T). Uit ok =T - /3 volgt dat ook ot in £L(T) ligt. Dus _OL(f3)= (D).

Stelling: Is f(x)=& .x Tt §,x+§, (&40, alle & geheel) en is A
wortel van f(x)=0, dan is JP/ugeheel.

Bewljs.
r r-1 r-2 r-2
+8 ;"" 6 ,=0.
De colffici¥nten zijn als product van gehele getallen weer geheel,
Stelling. De veelterm -J%%% heeft gehele co¥fficiénten.

Bewijs: (Volledige inductie). Voor r=1 is dit duidelijk, immers dan is
‘ f()t )‘““ &q( x“"/“i)»
Stel r>1 en de stelling tot aan r-1 bewezen., De veelterm

r-1 r - .
f(*)*@*ﬂ)@,ﬁ wf(x)~5z,x *”EW(LXP 1mg(x) heeft gehele co&ffieién-
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ten (volgens de vorige stelling is Sr/u, geheel), g(x) is van graad
<{r-1,1s dus volgens inductie-onderstelling g(x)=(x -A)h(x), waarin
h(x) gehele co¥ffici¥nten heelt wegens

-
£(x)=(x -4 /(& x"+n(x))
heeft ook J—;-;g% gehele co¥ffici¥nten,

Stelling. Zijn/q,l,.../aa (’iéﬁér) willekeurig gekozen wortels van
f(x), dan is gp/qq,.../(ﬂ geheel.

Bewijs. Door telkens de vorige stelling toe te passen vindt men, als men
£x)=8 (% <peq). o (X =)o (%= L) stelt, dat

) e(x) £(x)
=S (X‘/qr)(x'/qr—’l> (X—/((P),,,(X _/((RM)

gehele co¥ffici¥nten heeft. De bekende term hiervan 1s igrﬂ1’ vo Ml
dus 1is deze geheel.

= ) (o)

Definitie. Laten ot en (3 geheel zijn, f.’,) #0, Dan heet ﬂ deelbaar door A ,
als ﬁ geheel 1s.

&
Stelling.Uit oq[i ,ﬂ‘ef volgt ’()Zf

Stelling. Uitd}p,!,..., O‘Wn volgt bij willekeurige gehele A ,..., A
dat B A, +..t 32,

n

Stelling van Kronecker, 7Zijn

g(x)xo(l D X (o(l;éo)

h(x)= ﬂm okt (30 (ﬁm;éo), o« en {3 geheel

g(x)n(x)= X;me L+m +...+q0, waarbij dus de geheel zijn. Is

nu A geheel #0, en ) /a/q (0 €q < 1+4m) dan is A /o(LﬁM voor 0 LL L1,
0 <M <, - ”
Opmerking. De omgekeerde stelling 1s triviaal.

Bewljs. Voor 1=0 of m=0 is de stelling triviaal. Stel dus 1> 0, m>O0.
h(x)=‘f3m(x —’71)...( K—’?m), dus 1s

g(x);l(x) - 0‘1)/3‘“ (x-F ). (x=m)

- Deze veelterm heeft volgens het gegeven gehele co¥ffici¥nten, en 1is dus

i § v 1 v
o - eheel volgens een der vorige stellingen. Verder
133 g ? /7 ”7 & g g 2

K=+ o0y Z'g'?;"-m,
L ﬁM‘“ iﬁm‘za};}“.... .
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(elementair-symmetrische functies). Dus is

Q(LﬁM E C’(lﬁm T R
......7_.....;«,, i..._.ﬁm‘g g ,,/77 geheel,
en dus A,tXL{3M.

Stelling. Het lichaam van alle algebraische getallen is geen algebralsch
getallenlichaam,

Bewijs, Stel dat het lichaam van graad n was. Dan zou elk getal van dit

N+

lichaam van een graad < n zljn; maar 2 1s een algebraisch getal,

en van graad n+1,

Definitie. Als o een getal van een algebraisch lichaam van de nd®

graad is, dan worden N(«) (dc¢ norm van ot ) en S(«) (de spoor van ok )
gedefinieerd als

N(e)=r( ) () en ol )

S(e)=r( 4 ) +e( P b 57
In P 1s N(a)=a. In P(1) 1s N(a)=N(a+ib)=(a+ib)(a-1b)=a+b°, in overeer-
stemming met de vroegere definitie.

Stelling. N(t) en S(x) zijn rationaal; is  geheel, dan zelfs geheel
rationaal,

Bewijs., N(x) is volgens cen vroegere stelling de ?-— de macht van het
product van de aan ™ toegevoegde getallen, S(K) het % voud van de som.
D1t product en deze som zijn als elementalre symmetrische functies van
de wortels van de kanonieke veelterm van X rationaal c¢.q. geheel ra-
ticnaal.

Stelling. Is 2 rationaal, dan is N(a)=a".

Bewljs: De karakteristieke schrijfwijze is a, dus
N(a) = a,.a=a".

Stelling. N(A[3)=N(®)N(B), S(ct + P)=S(at)+S(P).

Bewljs. Karakteristieke schrijfwijzen:

O(mr;(‘{?), ﬂ“rg(mS dus 0!;(5=Pq(?7)?2(27)-

De veelterm R(x)nrq(x)re(x) kan best hogere graad dan n-1 hebben; men
vindt toch de toegevoegde getallen van d¢3, door 7 te vervangen door

ﬁ’z; ﬁ/Ba-.., l?;"l» Dus
N(B)=R( T) .. RO )= () e or () ren (). oop ) =N(EON() .
ot +/3=:r,1(’19')+r'2(17). Dus
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S(o +f3 )= {rq(ﬁ1)+r2(“ﬁ’,§)} + {r,}(ﬁ’g)m.rﬁ(ﬂ'g)} o, {Pq(ﬁn)“‘g(ﬁ;)}
=5(eh)+S(A).
Stelling. N(a ct J=a"N(ok); S(aot)=aS{a) voor rationale a.
Bewi js. N(aa)mN(a)N(c()z::ﬁ“N(ot). Uit oL =r(®¥) volgt aw =ar(J). Dus
SUaa)uar(ﬁr )+..+ar( ) { 17} +..r(éV } =aS(ot).

Definitic. Laten ol ,,.. o getallen zljn van het lichaam P () van graad
n. Zijn r',](X),..,r'n(X) de veeltermen van de¢ karakteristieke schrijfwij-
zen, dan noemt men

e (el Tp)enrg (00| 2

Ao, porky)= e () (Us) . oro (U)

de discriminant van de n getallen

Stelling. A(o(,‘, 0( ) is 1) onafhankelijk van de volgorde der getal-
len Ogsevs Xy 2) Oh'ﬂfhﬂnkﬁlﬁjk van de volgorde van 27,..,7?;]; 3) on-
afhankelijk van het getal “2?', dat het lichaam genereert ( & hangt dus
alleen af van & en van het lichaam). 4) ecen rationaal getal. 5) als O4
geheel 1s, een geheel rationaal getal.

Bewl js. 1) Verwisscling van de Ot's geeft een verwlsseling van de rijen.,
2) Verwisseling van dec Vs zeceft een verwisseling van de kolommen.,
3) Rekent men het kwadraat van de determinant uit, dan vindt men

{0k, %) S(o, %), 8( ok, 0,)

S, 00,) S(at, ™). .S(A,00,)

A=

B 2 8 8 8 0 90 8P OO 8 DO S e e @ & ° 0 6 b s 0 0 b @

s(unuq) s(ocnmg)..s(a

Elke S is van 1 onafhankelijk, dus 2 ook.

L) Elke S is een rationaal getal, dus & ook,
5) Zijn de QA 's geheel, dan zijn de S geheel rationaal, dus de O ook,

Stelling. ZiJjn /3,‘,...,{'3“ getallen van P(??), de n2 getallen

cm(im‘i,..,n; J=1,..,n) vrationaal, en voert men uit de lineaire sub-

stitutie: o= > cijﬁj (oL 's zijn dus ook getallen uit P(V¥")), dan is
J

& (0= Joy 2 ACRY 0 fB,)-
Bewijs. Stel [3,=Q,(J), den 1s



.A (CXxl:-vs%)=

Cnq @ () he 00 ()4 e 0, () - e,
car Cap oan |2 10,08 o (8. ()
°n1 ®n2 nn Qn(ﬁ%)”n(ﬁé) Qn(ﬁ;))

C 1@ ()% 1000 ()4 ke QL () o0, (7)) 40400,
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Stelling., Als g} het genererend getal van het algebralIsche lichaam is,

dan is & (1,2%..,9" N4,

Bewijs. Voor n=1 is & (1)=1, Voor n>1 is

1 1. 1

/2SS = [/ @ iAo
 n-1 n--1 n=1 1<k <ign
A -

en A (1,2},..,i?n“1) is hiervan het kwadraat.

Definitie. g complexe getallen §1,.., ;q heten lineair onafhankelijk,
als uit dedere vergelijking

- _ .
a, §1+...+aq§'q—0 (ai rationaal)

volgt: aq=..=aq=0. Anders heten ze linealr afhankelijk.

Voorbeeld. De getallen 1,2?;..,i}n~1 zijn lineair onafhankeli jk.
Stelling. Elk n+1-tal getallen o ,,..,X
afhankeli jk.

Bewljs., We stellen de karakteristieke schrijfwijzen van Cxq,...,c£n+

van het lichaam zijn lineair

1 n+1

,I:
O‘-j.:bi,ﬁ-bizﬂ'?'.. '+bil’]ﬁ'n-1 (131;2: oy l’H—’l)

Men kan nu altijd rationale ChseessChig vinden, welke niet alle 0 zijn
met

o]
PN
o]
+

. 1
7VaD) b, 4 ¢,=0 zou volgen
k=" ’

-

"

Immers uilt

L1

i
@)

0+
o~ bk,i Ck=0 voor i=0,1,..,n=1.

Uit deze n vergeliljkingen met n+1 onbekenden zijn altijd de ci op te
lossen, waarbij niet alle cy gelijk 0 zijn.

Stelling. gx(qu,,.,cxn) is dan en slechts dan #0, als X yseees Xy line—
alr onafhankelijk zijn. Verder is het teken van A.(CKW,..,CXH) voor
alle systemen van lineair onafhankelijke ciq,..,cxn hetzelfde, dus door
het lichaam bepaald.

n
1-1
Bewljs. Karakteristieke schrijfwijze: o(,=r, (H)= g; Cpy & (1€k4n)



met rationale ¢ dus is

ki’

A(O(,t,.-,O(n) = &Cki ]2 A (1,..,??}1—1).

A(otys..5 ) 1s dus dan en alleen dan =0 als !Cki’ =0 is, en heeft
voor )cki}:> 0 een van de ot 's onafhankelijk teken, Verder zou uilt

<< 1)
8,0, . ke x =0 (ai rationaal),

n N
11
dus 2%: 2y, Oty = g;;z} g=‘ Cpq 830

k="

n
volgen (zie bewijs vorige stelling) »_ Ciq 81 =0,
k=1

en dit stel vergeliljkingen heeft dan en alleen dan een oplossing met
niet alle a's gelijk aan O, als ‘cki)so.

Stelling. Als Luq,..,tun lineair onafhankelijke getallen van het
lichaam zijn, dan is elk getal & van het lichaam te schrijven in de
gedaante

(1) O= b, W r...+b W,

met rationale bi' Deze schrijfwijze is eenduidig.

Bewi js. UJq,...,(ﬂrV <, zijn lineair afhankelijk .; dus bestaat er
een betrekking:

Cq W +"+ann+cn+1 xX=0,

waarin c,,..,c ., retionaal zijn en niet alle =0. Verder is cn+1¥0,
daar anders ChseesCy lineair afhankelijk zouden zijn. Dus is

K= -

Cn+1 Crn4

De eenduidigheid volgt uit de lineaire onafhankelijkheid van Wysoos .

Stelling. Er bestaat in het lichaam een systeem van n lineaire onafhanke-
lijke gehele getallen u)q,..,Lun zodat leder geheel getal & van het
lichaam eenduidig in de vorm (1) te schrijven is met geheel rationale
b's,

Opmerking. Daar omgekeerd blj geheel rationale b zeker b1L01+-‘+anUn
geheel 1s, zijn dus hierdoor alle gehele getallen van het lichaam voor-
gesteld, en wel ileder precies eenmaal, als de b's onafhankelijk alle
systemen van geheel rationale getallen doorloopt.

Bewijs. Men kan altijd in een lichaam een systeem van n lineair onaf-
hankelijk gehele getallen Luq,..,ayn vinden, Neem nl. n willekeurige
lineair onafhankelijke getallen K psees X (bigvs 1,i%;..,€9n"1), dan
kan men (zie vroegere stelling) steeds geschikte natuurlijke getallen



3

Barees8y vinden, zodat gﬂtxﬂ,...,gnotn geheel zijn., Noem deze
Waseses Wy Voor deze getallen 1s )JA(qu,...,uuu)l een natuurlijk
getal. Laten nu W,,.., W, zo gekozen zijn dat )zﬁ(ujﬁ,...,bun)}gg
klein mogelijk is, We bewezen dat deze uuq,...,&un aan de eisen van
de stelling voldoet. Stel er was een geheel getal

a‘” b‘»‘ w1 .. +bn ‘a‘)n E]

waarin de rationale b's niet alle geheel waren. Zonder de algemeenheid
te beperken veronderstellen we dat “n,1 niet geheel 18, dus qug+t (g ge~
heel rationaal, t rationaal en 0 <t &1). Dan zou

1
W =0t-g W =t W,+b, Wyt...+b W geheel zijn.

Dan wasg 2
t b, b3..bn
AlwW'wps---sW )= [0 1 0..0
s e @ . é(w ’."’w ):"..
0 0 0 ..1 1 n

mtza(wq,...,u}n),

en zou dus

0( IA(W‘,we)vo-an)}'h(: ié(w,‘,o--’wn)’ Zijn, in
strijd met het gegeven dat 4)(Luﬂ,...,LUn) z0 klein mogelljk is.

Definitie, Elk systeem Luq,...,gun in de zln van de vorige stelling
heet een basis van het lichaam,

Voorbeeld, Voor P(1i) is de basis 1,1.
Stelling, Voor elke basis heeft Zl(tuq,.,., gun) dezelfde waarde,

Bewijs, Laten uJ,],...,LUn en LUﬂ’,LUn’ twee bases zijn. De A 's van
belde systemen zijn geheel rationaal, Volgens de vorige stellingen zou
elk van de getallen A»(Luq,..., w,) en A&(cuq',...,bun') door de an-
dere deelbaar 2ijn, en het zelfde teken hebben. Ze zljn dus gelijk.
Definitie., De alleen van het lichaam afhangende discriminant van elke
basis heet grondtal van het lichaam.

We zullen dit steeds door & voorstellen, A is dus een positief of
negatief geheel ratlionaal getal.

Voorbeeld. P heeft grondtal 1, daar 1 een basis vormt; P(i) met basis
1,1 heeft tot grondtal

T o (c21)%e oy P(P) met basis 1,0 heeft tot grondtal
1 -1

11

P pl =tP™-P (-1V3)%= -3.

Hoe vindt men nu bij een lichaam een basis? We zullen eerst een voor-



P ("

beeld behandelen,
Gegeven: (7-is wortel van 8x2 +12x° +x+13=0.
Gevraagd: een basis van P(¥),
Bovenstaande vergelijking is irreducibel,
Fie niet geheel. We stellen U'-A = T en trachten A zo te bepalen
dat T geheel 1s. T voldoet aan:

B(T+2)> + 12(T +))% (T +A) + 13 = 0.

3 2 2 7 3,332, 71 1
(2) T2+BA+ DT+ 32232+ PT+A%+ A% fA+ P =0,
Als T geheel is, zal A moeten voldoen aan:

IA+ % = geheel; I3+ % = geheel, ) -+ %)24— %—)+ %3‘ = geheel
Uit de eerste voorwaarde volgt:
1 1
A = geheel + T tm -

Het blijkt dat A= -4 voldoet, dus ﬁ'—s» =T,
Vergell jking (2) wordt dan: ‘534» T +1=0.

We proberen of (1,2?,1‘2) een basis is, en berekenen daartoe 4 (1, ‘C,Z‘e).
Noemen we de symmetrische functies:

Z’C: B, Zzgs S5, ZTB:&: S35 Z‘(‘an sy, dan 1s

1 Co '(22 = |84 8 83| = 0 -2 =3 = =31
2
1 '{_"3 [ S, 83 8y -2 -32

Dus |&=31. Nu is 1, P+ &, (V% %,;)2 inderdaad een basis, als gevolg
van de volgende

Stelling. Ieder systeem waarvan de discriminant geen kwadraat bevat, is
een basis.

Bewljs. Gegeven 1s: A(w@,...,wn) is kwadraatvrij. Van een ander
systeem u),}',...,u)n' is

A(wq’,...,wn*)n D? A(Wy,. .., W ), waarin D = rationaal =
A
5 (A%‘!,(A,B)vs’!). Dus

2
B Aa(ﬁﬂq‘x-»'phun') = AQ A,‘LU s"vytun):

2
B /Azﬁ(wﬂ,...,wn), dus B= + 1, en



[
) -

A(w,‘,;«--; UJn’) = Aeﬂ(w,‘:---: wn): of

]A(wqr,...,%;)]%h(w1,...,wn)‘,
A(uu,,,--.,wn) is dus minimaal.

Algemene theorie voor het vinden van een basis,

f(x)=0 1is een irreducibele vergelijking van graad n met geheel ratio-
nale cobffici¥nten en wortel ¥ . We vormen JL = P(¥). Gevraagd een
vasis van L. Is g de beginco¥ffici¥nt van f(x), dan vormen we

1,8 19',”., gn""ﬁ“n"‘. Deze getallen zljn geheel. We noemen deze getal-
len Wys..e, Wy, en bepalen A (Wq,...,w,). Is dit getal kwadraatvril,
dan vormt wq,...,u}n een basis,

Is A niet kwadraatvri], dan 1is é:ABQ met B> O en A kwadraatvri].
Beschouw dan de B" getallen:

J- g (4, W, +...4d_w ) met d,=0,1,..,B-1,

Noem ze e{omo, 5‘1"”(%3“ 1.

a., Stel deze rij bevat behalve o Been enkel ander geheel getal, We
kunnen dan bewijzen dat (W yeees i), €€n basis vormen,
Is {3 een geheel getal van h, dan 1is {3 steeds te schrijven als

84 8

ﬁm e w,]+...+

q1 El;; wn (Bi:qi)”qo

Nu 1is g 2
i
Giﬂ A(wa!: WoseeasWy_qs p :Wi+1:--"wn)”(a‘£) A(()Jq:---:wn)
8, 2 >
= | — A
(37 #3%

2 2,02 2 2,52 2 e
Gy=8,"AB°= q, /s, "AB"3 q,“/B"}q, /B.

dus Q4

Dus

{3” % (quq+"'+cnwn) . ¢4 geheel rationaal,
¢y = Bvimi. We kiezen v 3 20 dat O§d1<B, Vi en di geheel rationaal.
;Qw Vo Wat-t v oW+ % (c:l,l Wat. . +d W ).

(3" (g wpt--iv (W) = % (dqWyt-mmtd W)

Het getal in het linkerlid is geheel. In het rechterlid staat een van
dle getallen y, waarvan alleen O geheel is, dus het rechterlid moet =0
zijn, m.a.w,



[Bmv 1 w1+~~.w nwn (vi geheel rationaal).

Voor een ander lineair onafhankelijk systeem (3),3,..., Gn geldt

A ( (3,‘,...,{3“)#0 en

A(Byses B)=0° Alwy,...,w,),

waarin D0 en geheel rationaal, dus D2 % 1. Het systeem derﬁ 's 1s dus
niet beter dan dat der WJ's. Dit laatste is dus een basis,

b). Stel in de rij seees] komt wel een geheel getal
' fan-1

d,? W=t dnan
dn voor met minstens één dialO, bijv. d:;;lO.

B
We nemen nu het systeem met discriminant A (u),],..,w

w

DY)
r+1° " u"n)"

r-1° /A2
dr 2 -

= (—E—) A(wq,w, W) . A #0 en .\:EIL 1 < 1. Dit systeem is dus beter,

daar de discriminant kleiner is. We kunnen zo telkens het systeem ver-

beteren, tot de baslis is gevonden.
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Eenhoden

o emr———

Definitie. Ewen geheel gotal £ van het lichaam heet eenheid als g /1.
Deze definitie stemt overeen met vrocger pegeven definities over een-
heden,

Stelling. Een geheel getal g van het lichaam 1s eenheid dan en slechts
dan als N(a&) = +1.

Bewi js.

1) Voldoende: Ult N(of) = +1 volgt als de karakteristieke schrigfwljze
van ® is X = r(M:

r(ﬂq) ce r(éi;f + 1.

Nu is B = r(fh) ... o(¥) gehcel in het lichaam, dusot@ = * 1, of
() = 1, dus /1. )

2) Noodzakelijk: Uit /1 volgt: o43= 1, waarin ﬁeen geheel getal van
het lichaam is, Dus is N(x)N({3) = N(1) = 1, dus, daar N() en N(3) ge-
heel rationale getallen zign, N() = + 1.

Stellingen. Zijng1 en gg eenheden van het lichaam, dan ook £1£2.

Zijn E’,...,Er eenheden van hegwlichaam, en aq]...,ar,geheel rationale.
getallen, dan 1is ook 54.... £r I cenheid.

Definitie. Een getal of heet geassocieerd zan een genheel getal/3 van het
lichaam, als er een eenheid £ van het lichaam is met O 3(35.

Hierult volgt dat dan ook K geheel 1s en tot het lichaam behoort.

Het geassocleerd zijn is symmetrisch, reflexief en transitief.

Idealen

Definitie.qu,...,oh zijn vaste gehele getallen van het lichaam, niet
alle = 0, De verzameling van de getallen van de vorm/7qo% + e +/yq0h,
waarinfjk,...,ah gehele getallen van het lichaam zijn, heet 1deaal.
Notatie: {oﬂ PR ¢

Voorbeeld. Voor P is {2] [4 6]

Het linkerlid is de verzameling van alle even getallen., Het rechterlid
is de verzameling van alle getallen van de vorm U4x + 6y (x en y geheel

rationaal), en dit zijn ook juist alle even getallen.



Stelling. Ieder ideaal van het lichaam P laat zich schrijven in de vorm
{d] , waarin d geheel rationaal is, d is op het teken na bepaald.
Bewljs. Z21j het gegeven ideaal [aﬂ,...,gﬂ
nale getallen zijn, niet alle O en q »1. Noem( B9 eess8y )y = d, dan be-
wezen wij dat [aq,...,an] = [a] . “
Rechts stelt de verzameline voor van de veelvouden van d; links die ven

, waarin de a's gehele ratio-

alle getallen van de vorm: 4%, + eae * aqxq, met gehele rationale x.
Maar deze verzameling bestaat ook alleen ult alle veelvouden van d.

vit [a,] = [a,] volet a,/ay, dp/a,, dus a, =+ d,, dus la,] = [-a,] .
Opmerking 1. Voor P is het nu duidelijk, dat de invoering van idealen
onnodig 1s, omdat elk ideaal esen te geven is door een natuurlijk getal.
Opmerking 2. Deze stelling geldt ook voor P(1) en P(). Hierin kan men
ook «lk ideaal schrijven in de vorm [CHJ, waarin & tot op een willekeu-
rige eenheld als factor na bepaald is,

Stelling. Niet elk algebralsch lichaam heeft de eigenschap, dat elk ide~
aal in de vorma[“]geschreven kan worden,

Dewljs. Een tegenvoorbeeld is voldoende.

Neem P(iV5) en het ideaal [3, 1 + iVB] .

Was nu [3, 1 + ﬂ/%]==[d] , dan zou, daar 3 een getal van het ideaal is,

o /3 zijn. Ook o /1 + iV5. Maar 3 en 1 + 1V5 waren priem, hebben alleen
tot delers + 3, + 1, resp. + (1 + iVé), + 1. Dus moet X =+ 1, -en dus

[3, 1 + 1V§] = [i_ﬂ] . Maar [?1] = [1] , dus zou [3, 1 + iV%] = [1] zijgn.
Er zouden dus pehele getallcnf7q enm, bestaan met 1 = BTH + (1 + 1V5)47é,
of na vermenigvuldiging met 1 - 1V5:

1 - iV5 = 3(1 - 1\@)/7,] + 6'72,
of 3/1 -i1V/B, wat niet waar is.

Definitie, Een ideaal heet hoofdideaal, als het in de vorm Eﬂj geschro=-
ven kan worden,

In P is dus elk ideaal hoofdideaal. Er zijn algebraische getallenlichamen,
waarin niet elk ideaal ook hoofdideaal 1

Stelling, Zijn a :[OLP"" q] , B :Iygﬂk""&h] twee 1idealen, dan is
a2 = b dan en slechts dan als

elke aQ = ééényR/ﬁﬁ en elke /3R = éga RRQ‘“Q'

(Aen @gehele getallen van het lichaam).
Bewijs.

1) Noodzakelijk: Als a = b, dan is de bewering duideli jk.

[42]



-3 -

2) Voldoende: Uit de eerste vergelljking volgt met willekeurige gehelc
getallen f7Q:

Qi;%di% ’"%ﬂﬁé%%ﬁ” nﬂn

met gehele A en omgekeerd,

Gevolg. Het ldeaal a = qu,...smql verandert niet, als de elementen will -

keurig gerangschikt worden, gelljke slechts eenmaal worden geschreven,
eventuele nullen worden weggelaten.

Stelling., Zijn en{3 getallen van het ideaal a, dan zljn ook u.+f3 en
CX~I3 dit.

Bewl js duldeli jk.

Een definitie van optelling van idealen is er niet.

Stelling. Is & een petal van_g,dycen willekeurig geheel getal van het
lichaam, dan 1is 170(ook een petal van a.

BewlJjs duildelijk.

Stelling.[o<]==[f3} dan en slechts dan als O<en{3 geassocieerd zijgn.
Bewljs.

1) Voldoende: Uit ot =[3 £ volgt O = ,aus [o = [P,

2) Noodzakelijk it [oc]=[f3] volet /3/0& o«/f3, aus X =3y, [3=50 3
- 1 = J_.; J ()’ £

Definitie. Het hoofdideaal [1] , dat uit alle gehele getallen van hct
lichaam bestaat, heet eenheldsideaal.

Notatie. [1] =

Stelling., gx]~ Q dan en slechts dan, als (X eenheid 1is,

Bewljs., o moet met 1 geassccleerd zljn,

Stelling, a = qu,...,a ] , {ﬁﬁ,..ayﬁq} .
{let ideasal

[0‘4197» s BB .,quﬂr]

hangt slechts van a en b af, en nlet van de qu,...ﬂx ﬂh ...,ﬁg
Bewljs. Het 1s een ideaal, want nlct allquQ{3 zljn = 0. Uit Elq,...J¥Q} =

Mﬁ,...,gu} en [{31,...,[34 { ,...,5\7] v

volgt: 4
X PR = ’7U2{U % B \g’“ wufe®y

met gehele 4¢; ook 1s omgekeerd:

g”‘s‘v B Q’%‘ R}fm’! Vortfy met gehelew.



Dus
{..o;uQ{%%poo-] = {...’JUSV,‘.' ].

Definitie. Het 1in de vorige stelling gedefiniecerde ideaal heet het pro-
duct van 2 met b.

Notatie. a.b of a b.

In P i3 a = [a] , b= Ib] . Dus ab = [ab] .

De vermenigvuldiging van idealen in P komt dus overeen met de vermenipg-
vuldiging van de bijbehorende natuurlijke getallen, De invoering van
idealen in P is dan ook onnodig.

Stelling. Behoort Ot tot a en Stot b, dan XfJtot a b.

Bewl js.

a r
¥ X
o= Q=1/7QO(Q’ ﬁ " R=1 AR’GR’
R - £
_ i ~ 2 o
*B= = 7P = oo B Ttk
Stellingen. a b = b a,
(o g‘)’c‘ _ ;(; ¢) Bewijzen duideli jk.

a voor m»2 (definitie door inductie

Definitie. 8, «vv 3, = (84500058, )2,
Uit de vorige stellingen volgt direct:
Stelling. Het product van idealen 31’92""’§m hangt niet af van de volg-
orde der factoren, =n van de volgorde van vermenigvuldiging.

Definitie. Voor natuurlijke m is g@ = ad ... 2 van m factoren. Verder

a’ = 0.

Stellingen. 2 0 = a8, a a = 3 (mn>0, 1>0, m,1 geheel rationaal)
(E@)l - E@l’ (a b)m _ Ew\m.

Bewljzen duldell jk.
Definitie. Het 1ldeaal
ldcaal ¢ bestaat, zoda
Notatle. a/b.
Stelling, In P is als 2>0, b» 0 is, [a] / [b] equivalent met a/b.
Bewigs. [b] = [a]fc] 1s equivalent met [b] = [ac] , dus met b = + ac.
Stellingen. Uit a/b, b/d volgt a/d. .

Uit a/b volgt a d/b d.

Voor elke a is 0/a en a/a.

Elk ideaal a # 0 heeft dus minstens de beide triviale delers 0 en a.
Het 1deaal O heeft minstens de deler Q.

Stelling. Uit a/b volgt, dat elk getal van b een getal van a is.
Bewijs. Z1j 2 ¢ = b, dan is, als 3 = {o:,‘,...,otq] , ¢ = {8{ &(r]
gesteld wordt: b = [...ﬁXQgR,...] .

b is door ideaal a deelbaar als er tenminste (én
t

D =ac.



Elk getal van b heeft dus de vorm

2 o
R 7 eR = T Tq

behoort dus tot a.
Opmerking. De deler bevat dus minstens alle getallen van het deeltal.

e ————————

In P is {3] / [6] : elk veelvoud van 6 is veelvoud van 3, er zijn meer

veelvouden van 3 dan van 6.
Stelling. Uit a/0 volgt a = 0.
Bewljs, Elk getal van het lichaam is volgens de vorige stelling getal

van a, dus moet a = 0 zijn,
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Priemidealen en }Icordstel{ing der ldeaaltheorie.

Definitie., Een ideaal E"'O heet priemideaal; als het precies twee delers
0O en p heeft,

De priemidealen van P zijn de tp] '

We weten nog niet of er in ieder lichasm een priemideaal is.
Definitle, We zeggen dat twee idealen a3 en b geen gemeenschappelijke
deler hebben als 0 de enige gemeenschappell jke deler is.

Stelling. ZiJo een priemlideeal p en een willekeurig ideaal a gegeven,
dan is df E./?. of p en &8 hebben geen gemeenschappelijke deler,

Bewljs duidelijk.

Stelling. Elk natuurlijk getal a behoort slechts tot een eindig aantal
idealen.

Bewijs. Z1] Wys oo W, €D willekeurige vaste basis van het lichaam,
Dan heeft elk geheel getal o van het lichaam de gedaante: otng,! w,l +
tootg, W (81 geheel rationaal), Nu is gy=q, a+k, (o <ky<e, 1=14n,
Q4 en k; geheel rationaal).

n n

Dus Oi= ; (qi.a+ki)wima f\; ay +§ ky wingaah{), waarinaf ge-
heel is, en f3 = é ey W, .

Daar ki begrensd 18, ziJn er slechts een eindig aantal ﬁ

Behoort nu a tot het ideaal a = [qu,..,qu , €n past men op al deze

de vorige redenering toe, dan is a = %air 1""’an+ ﬁq] . Daar a tot
a behoort, kan men hier ook voor schrijven:

a = [8’,*84-(31,..,&((134‘{%,2{} = [f:i‘,..,pq,a] .

Daar er slechts een elndig aantal /3 z1Jjn, behoort a slechts tot een
eindlg aantal idealen.

Stelling. Bij elk ideaal a bestaat een ldeaal b, z6 dat 2 b een hoofd-
ldeaal 1s, zelfs een van de vorm a b = [a] ,» waarin a een natuurlijk

getal 1s.
Bewljs. 21} a m[ﬂfl, 0‘1,1’--” OI;J met 0(1;10. Aan dit ldeasl voegen
wij een veelterm g(x)=X x+-ut Oio toe, en definieren nu h(x) door
) = f}
q=1

g(x) h(x fry %)xlh..wc(ﬁq)} )

waarin mL'PL(% de karakteristieke schrijfwljze van @ is. Volgens de



‘2.—

stelling over de symmetrische functies is

N 14+m
g(x) h(x) = Coym X Heoty

een veelterm in P, De co¥fficiinten zijn zelfs geheel rationaal.
Daar g(x) h(x) en g(x) veeltermen in P(F) ziyn, 1s

h(x)= (3 x +‘.+{3O m=(n-1)1)

dit ook; de ﬁ3zijn geheel. ﬂ3m#o, daar rl(ig)#o is,
We definleren nu b als het ideaal

b= [ﬂm""ﬂq] en beweren a8 b = [a]

le,l voor 1 +m = 0

i

waarin a
(Cl+m""co) voor 1 +m >0

We behoeven daarvoor alleen maar aan te tonen:

1° = & x f3
a = 3
I=0 M=0 <7LM LM
20 OfLﬁMm )\LM a(0 <L 41, Oﬁmﬁ_zm) met A en /7geheel.

Het bewljs van 19 volgt uit:

a8 = C1+m Cu+m+“+coco
I
: = o4
met geschikte geheel rationale C,! en CN'" L+M§N LQM'
0«L <1
O<M<m

Het bewl]js van 2° volgt ult de Stelling van Kronecker.

Stelling: Uit[yJa =[] b Y40 volgt 2 = b.

Bewljs. Dit volgt uit het felt dat [df]a alle ar -vouden voorstellen
van de getallen van a.

Stelling. Uit a ¢ = a d volgt ¢ = d,

Bewljs. Men kan f zo bepalen dat a f een hoofdideaal CO{]is. Dus
af=[o].

Ut ac=3dvolgt fac=fadoffor]e=[a] d
Gevolg, Als a/b dan is er slechts één c met a ¢ = b.
Stelling, Uit a b/a ¢ volgt b/e.

Bewljs. agc=3abdofc=pd.

Stelling (omgekeerde van eer vroegere stelling).
Als elk getal van b een getal van a is, dan is g/h.

of ¢ = g.
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Bewljs. We bepalen f zo dat a = [CX]. Elk getal van b f 1s een getal
van a f, dus van 0‘]. Elk getal van b £ is dus door O deelbaar. Is
bf= ) 2ees 5\5 , dan 1s met gehele ”‘""JV: bfw= da’q,..,d(y\,}u
=[«][ '3""(%/}:: a [51,..,5\,] L, dus'D = 8 [Yqse0s ¥, ] OF 2/0.
Stelling. Elk ideaal a heeflt slechts eindlg veel delers.

BewlJjs. Er bestaat een ldesal b en een natuurlljk getal a, zo dat

abs= [a] . Uit g/g volgt 3/ [a] . a8 behoort dus tot ¢, maar deze elgen-
schap hebben slechts elndig veel c,

Stelling, Is a = ¢ d en d#0 (dus ¢ een echte deler van a), dan heeft ¢
minder delers dan a.

Bewl js, Elke deler van ¢ 18 een deler van a. Nu 1s a wel deler van a,
maar nilet van ¢, want ult g/g zou volgen: ¢ d /3, g/g, d=0.

Stelling. Elk ideaal a#0 is door een priemideaal deelbaar.

Bewijs. Onder al de delers van a, die #0 ziJjn, ziJ ¢ dle met het klein-
ste aantal delers. Dan 1s ¢ priemideaal; anders immers was ¢ = 4 e met
d#0, e#0, dus e een deler van a, dle #0 was en minder delers had dan c.
Opmerking. Er is dus een priemildeasal,

Stelling. Er zijn oneindig veel priemidealen.

Bewijs. Bij elk priemgetal p 1ls er een priemideaal E/ [p] . Voor twee
verschillende priemgetallen p,,p, en Eq/ [pq] , Ee/ [pél geldt 21¥Eg'
Men kan steeds geschikte geheel rationale x en y vinden, z4 dat
ﬁupqx+p2y. Was P4=Pos dan zou 1 een getal van P4y zljn, dus Eq/gs of
gqug, Tegenspraak. Er z1jn oneindig veel priemgetallen, dus ook oneindig
veel priemidealen,

Stelling. Elk ideaal ifg kan als product van priemidealen worden geschre-
ven,

Bewljs. Laat a k delers hebben, waarblj k»2 is. Is k=2, dan is g zelf
priemideaal. Z1j de stelling voor k >»2 en-%ot k-1 toe bewezen. Nu is

a =p bmet b #0. b heeft minder dan k delers. Dus is b, en dus ook 3,
product van priemidealen.

Stelling. Zijn a en b idealen, dan is er één en slechts één ideaal d met
de volgende elgenschappen:

d/a, d/b. Uit e/a, e/b volgt e/d.

Bewijs. Is g = [& rees &y s b= {ﬁq,ﬁg , dan heeft het ideaal
Q - gf(q,,,,uq, Aﬂ"”ﬁr de gewenste eigenschappen. Immers elk getal
in a heeft de gedaante:

r

q q
E /Jpadzi /7‘40(0«1- Z O‘ﬂR, behoort dus tot d, dus is _d_/g_. Evenzo:
Q=1 Q=1 ~ " R=1

ﬁ/}g Verder behoort Zq_' %WQ tot e, evenzo: 2 ;\Rﬁﬁ tot e, dus ook
Q=1 R=1 -



ol
Z%: X+ }_}:‘: o /3 tot e, dus e/d.
W@Q Q gq R'T =’ ==

Eenduldigheid: Hebben 53_4 en 9_2 de ve»rlmgde eigensch&ppen, dan 1is
4,/3,, 3,/8, 3 d =f dp, d, = & 4= £ 8 dps 5 0=f g =5 £/0 K £=0 d,=d,.
Definitle, Het ideaal d ult de vorige stelling heet de grootst gemene
deler van a en b. Notatie: (a,b).

Stelling. Hebben a en b geen gemeenschappelijke delers, dan 1s (a,b)=0
en omgekeerd, Duldell jk.

Stelling. De getallen van (_a_v_,_}g_) z1jn de verschillende onder de getallen
o(+/3, waarln X tot a en /3 tot b behoort.

Bewljs. (a,b) is de verzaomeling van de verschillende getallen van de ges
daante:/»'7,1 0(,}+..+/?7ch@+ ?&1 ﬂ’i+“+ARpR; dit zijn dus die; welke juist
de gedaante 0(+/3 hebben,

Stelling. Uit (a,b)=0 volgt dat er een O in a en een (3in b is met
o+ (3 =1. Duidelijk.

Stelling, Uit p/a b volgt p/a of p/b of beide.

Bewijs. Is pfz dan moeten we bewljzen p/b. (a/p)=0, dus 1=t +TT, met
S(in a en 77 in p. Voor elk getal ﬂvan b geldt dus {3 O<{3+7Tf3 .af3
in a b; wegens p/a b dus o3 in p; 77/3 in p, dus ﬂ in p, dus p/b.
Stelling. Ult B/a,‘.._a_m volgt dat p deelbaar 1s op minstens één van de
idealen Baseesdp. Duidell jk.

Stelling. Uit vo/p,1 ., volgt dat p gelljk is aan minstens &én der priem-
idealen SPPRR oy

Hoofdstelling der idezaltheorie. Elk van Q verschillend 1deaal laat
zich, afgezien van de volgorde der factoren, slechts op één wijze
schrijven als product van pviemidealen.

Bewljs. Beweerd wordt dat uit 2 = p,.. b, pl , m 21, 131, volgt:
m=1, en afgezlen van de volgorde zljn de p gelljk aan  de p'. Laat a k
i‘actoven hebben, dan 1s k>f_ Voor k=2 is a prlemideszal, dus m=1=1,
E,(gq A | k}e dus rn>'1, 1> en tot k-1 alles bewezen, dan 1is

2 “EM’ zeg Eq =Pq - Dan 1s Po- P ——p_3 P—l . Dit ideasl heeft hoogsatens
k-1 delers, dus is m-1=1-1, of m=1 en Bo- Py ziJn afgezien van de volg-
orde ”32 ""Em

De volgende stellingen zijn duldelijk.

Stelllng, Elk ldeaal _zg_gép_ 1S‘Hafge§ien van de volgorde der factoren, op
één wijze in de gedaante Py «-RBp r (r)‘i te schrijven, waarin de p
verschillend zijn en de a natuurlijke getallen zijn,

Stelling. (a,b) = /7 0%,

14 zijn alle gemeenschappelijke priemidealen van a en b, en voor elke p
is c=min (a,b), als a resp. b de exponent voorstelt, waarmede p in de
ontbinding van a resp. b optreedt.
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Definitie. Een getal oL heet door het ideazl a deelbaar als o een getal
van a is ( o is dus geheel), dus df =0 of a/{«] .

Notatie. a/a.

Stelling. Is a een hoofdideaal [ )], dan geldt a/o., dan en alleen darn
als fA/o..

Bewijs. Als R/o  1s, don behoort o tot [(] en omgekeerd.
Stelling. Is b een hoofdideaal [o&} , dan geldt i/d~, dan en alleen dnn
als a/b 1is.

Bewl js, b bestaat ult de veelvouden van o .

Definitie., Een geheel getal M van het lichaam heet congruent resp. in-

oongruent*mod a, als

@_, M-V, resp. ga_f,u- v

Notatie. p =+ (mod a), resp. s ¥ v(mod a).

Voorbeeld. In P is, als a een natuurlijk getal is, m=zn (mod [a] ) iden-
tiek met het vroeger ingevoerde begrip m zn (mod a).

Stelling. Het begrip congruent is reflexlef, symmetrisch en transitief,
Duideli jk,

Stelling. Uit p = v(mod a) en c/a volgt = (mod c).

Bewi Js. M- v ligt in a, dus in c.

Stelling. Het aantal klassen waarin alle gehele getallen van het lichaam
mod a uiteenvallen, is eindig.

Bewl js, We bepalen b zo dat a b = {a] (a>0). ULt w=v(mod fa] )
volgt pz v (mod a). Het aantal klassen mod [a] 1is echter reeds eindig.
Immers In het bewijs van een vroegere stelling is reeds opgemerkt, dat
mod [a] elk geheel getal van het lichaam congruent is san een der al
getallen:

n

;Z; kn‘“n (0 §kn <n), waarin Wiseeey W €€N basls van het lichaam voor-
M=

stelt. Daar bovendien uit‘p.%~g(nmﬁ a) volgt )x$~¢(mod [a]) is dus ook
het aantal klassen mod a elndig.

Definitie. Dit asntal klassen heet de norm van a (1s dus een natuur-
1lijk getal),

Notatie. Na,

Stelling. Uit g =v(mod a), Pz ¢ (mod a) volgt:

prp zv+e (moda)en p_p=z y g (moda).
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Bewljs. a/ M-V, a/p-cZa/(-Vv)t(p-)Fa/(nrp)-(V2a).
Stelling. Ult pz v (mod a) volgt voor elk geheel getal m van het lich-nm:
pm = vn(mod a).

Bewljs. a/p.v a/(p-v)m 3a/pm- 9n.

Stelling., Uit m =9 (mod n), p=c6(mod a) volgt: p o=z va(mod 2).

BewlJs mpzvp s Vpz 983 pp z ¢ ‘

Stelling. N a = 1, dan en alleen dan als a = O.

Bewl jg. N a = 1 betekent dat alle gehele getallen van het lichaam aan
Clkaar congruent zljn, dus elk = O 1s, d.w.z. tot a behoort.

Stelling, N(a p) = N a.N p.

Bewijs, a/a p, met a # a p.

Er is dus een o, zo dat 2/, 2 gfd, . Dus 1s X 40, a//x] , 2 _y_f[,x? .
“r 1s dus een b z4 dat 2 b= [%}, dan 1s a p 74»?_ b, dus P.)‘p.'

Laten nu A,,..,Ay . resp. TY,WV,"..,'WN .
van alle klassen mod a resp, mod p voorstellen. We beweren, dat de

N a.N p getallen mTka, 13K &N p, 18mEN a 1) alle onderling in-
congruent zijn, en 2) dat elk geheel getal van het lichaam aan een van
deze congruent mod a p i1s. Daarmede is dan bewezen, dat er mod a p pre-

cles N a . N p klassen zijn.

elk een representanten systeenm

1) Uit a«fﬂ'k + A= a\.“Wk, + A (mod a p) volgt:

m
d»*ﬂ'kq + A

M. +a

k m

Ph

o (mod a),

Daar oM, 202 ‘:’“‘Wk' (mod a) is dus:

A= A

P - i .
" " (mod a), dus m=m', Apg=h 1.

bl -

Derhalve: oM, = QKT\',K, (mod a p), of

e

k
ap/ o&(‘wk— \\k,).

1
Was nu k#k', dan was ’ﬂ'k'.ﬁk niet door p deelbaar, dus Q*’ (ﬂk"_ﬂk'>'
Uit a p/ [«] ('}Tk— Tfk,) zou dan volgen:
ap/abd (WK—TV v), dus p/b (‘Wk—ﬂk,), dus p/b. Tegenspraak.

2) Laat w een willekeurlg geheel getal van het lichaam zijn., Voor één
m is dan w =A +a,, g/o‘.,}. Wegens ptb is ( [a], a p)=(2 b,a p)=a.
Verder 1s o, = ma+ B, m geheel, 3 E/}L,}. Nu is voor één k:
M = ‘Wk*WqJ' p/T, dus

W= A+ el +p, = A+ T +'ﬂ,§og+rx,1.
Daar p g/'ﬁ’qm. is 2 p/M o + peqs dus

W o= Am+‘TYk¢.+v Poos 8 B/ pps dus w = Am-?"_“kok. (mod a p).



Stelling, N(a b) = N a N b,

Bewl jg . Inductie naar het aantal prilemldealen van b. Voor b=0 triviaal,
voor b=sp zo julst bewezen:

Laat nu b een product zijn van m »1 prlemldealen, en de stelllng geldig
ziJn in alle gevnllen, waarin de tweede factor een product van m-1 prriem-
idealen 1s, Nu 1s b = p ¢, waarin ¢ een product van m-1 priemidealen 1s,
dus 1s: N(a b) = N(a p.c) = N(2 p) N¢c =Na.Np,Nc=Na.N(pc)s=
uN?_.NE.

Stelling. Voor elk natuurlijk getal a is N {a] = a”.

Bewi js, BiJ het bewljs van een vroegere stelling 1s reeds opgemerkt,
dat elk geheel getal van het llichaam mod |a} congruent is met een van

de aP getallen:

n -

> ko w. » 0%k <2, Elke twee van deze a"” getallen ziJjn echter in-

M=
congruent, Immers uit

Ez; ky w27 k! ow (mod [n] ), o fk <2, O-éké <a volgt:

n
7 (k. =-k') w =0 (mod {a] ),
e VN m m
M=z "y
dus 1is n
— KnHy
PR —— w  geheel, Volgens de definitie
M= -
7 i T"i‘.‘ f:.,‘; - 0 vy = f] .
van basls is dus k Zk! (mod ), of K =Kny

Stelling. 2 zij een ideaal of slechts een verzamellng van niet alleen
uilt O bestaande getallen met de elgenschappen:
1) Als oL en p er toe behoren, d°n ook o + P .

-y

2) Als eepr toe behoort, d=n ook o { M willekeurig geheel ult het
lichaam).
Bewerlng: Er bestaat een systeem van n llnealr onafhankelijke getallen

Hqs e Ky VAN de verzameling a, zo dat in de voorstelling:

(1) = hye, b thoa

met rationale h de getallen h geheel zijn als o tot a behoort.

Opmerkingen 1, & 1s dan dus de verzameling van getallen o. met geheel
rationale h,

2, Voor a = O verkrljgt men de vroegere basis-stelling,

Bewljs. (geheel analoog aan de vroegere), Er bestzat in 3 een systeem
van n linealr onafhankelijke getallen; immers als of een getal #0 1s uit
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a en Mqseees Ny €€ systeem van lineair onafhankeli jke gehele getallen
uit het lichaam is, dan 1is A Myseees AW zulk een systeem,

Onder alle systemen van n lineair onafhankelijke getallen S PTRRER .
van a kiles ik er een, waarvoor m(a.,],...,o;;n)} zo klein mogelijk is.
We beweren dat dit systeem het gevraagde 1s. Anders zou er in a een ge-
tal (1) zijn met rationale, doch niet geheel rationale h. Laat bijv. h,1
niet geheel rationaal zijn, dus h,kwgwm: (g geheel rationaal O <t <1).

Dan was ol'm oh-g o =t o -z»h? u..(«.a—...mnm een getal van 8. Dan zou

4 172 n
verder
t h:a L] hn
A(m',ﬁg,tnc,%n)m O /} QQO A(O‘N,‘l,..-;&n)m
® @ & @ 9 B & @ @ & @ - tgb(* )
0 O .. 1 - qAr ey Kplo

dus 0O (/ A (wi-’:oig:---: qn>} < \A<°“-1""’°"n)l' Tegenspraak.

Stelling., Elke verzameling van niet alleen uit O bestaande getallen

met de eigenschappen der vorige stelling, 1s een 1deaal.

Bewl js. Worden de getallen Sgsvens Ak gekozen als in de vorlge stel-
ling is aangegeven, dan is het idenal [og,q,...,ogn] gelijk aan de ge-
geven verzameling. Immers elk getal van de verzameling 1s van de gedaan-
te h,3 mq+...+hnmn: "\M Ryt ot N oy €0 elk getal 'vq,l d‘_1~!—...+ M & n
met gehele =~ behoort tot de verzameling.

Definltie. a zij een ldeaal. Elk systeem Gk,i,...,d.n in de zin van de
vorige stellingen heet een basls van het 1deaal a.

Opmerking. De basis van het lichaam 1s dus een basis van het eenhelds-
ideaal 0.

Stelling. Voor elke basis e,,...,x  van a heeft A(u,],..., "km) de-
zelfde waarde,

Bewijs. Zijn o gpeeas X, €D A”&""p‘n bases, dan 1s wegens

A= thld‘l de h,, geheel ratlonaal; dus & (Aq,...,An) =

1 o
= thg“ A d‘ﬂ"“’“‘r;)’ dus Ahm £0, dus A CUPR ocn)/ A(A,},...,An).
Uit symmetrie overwegingen is A (A’!’""“Q‘n)/A(““’("”’dn)‘ De tekers
zijn volgens een vorige stelling gelljk, dus
&(Aq,-o.,&n); A(d}l’n-o,wn)-

Definitie. De gemeenschappelijke waarde van A ( Agaenes °‘n) voor alle
bases van het ldesal heet discriminant van het ideaal,

Notatie. A (a).

Opmerking. Het grondtal van het llchaam A 1is dus A(0).
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Stelling. Is W, .. ,W o een lichaamsbasis, dan is er voor elk idea=zl
a een basls van de gedaante:
X, = a
1= 8 Wqs

Ky = By W e Wo,

s e ww ew e e s -

= 8 R TIPN 75 SN SRR 8¢
« Bpq Wt o Apn Yy

waarin de a's geheel rationaesl, en Fyqs8n0s e

' positiefl zijn.

Bewljs. Elk ldeaal a bevat een geheel positiel getal a. a W, ligt dus
in a., We klezen nu voor CPP dat positieve getal, zd dat 344w, NOE in
a ligt, en ayq 20 Klein mogelijk is. Op dezelfde wiljze versta ik onder
a leinste natuurlijke getal, 24 dat O = AR in a
min het kleinste natuurlijke getal, z6 dat n=%m1 YW1 :’mm“')n n a
ligt. We beweren dat (&X,,..., mn) dan een basis voor a vormt. In de
eerste plaats zijn Oiq,..., &, linealr onafhankelijk, daar
ad

a 0 0 2

11 o )
& (9, .., ) = |21 “oo A(Waseresw,)=(2,,...3 )davé‘a

4 P - e 2 n RO R o} ¢ R
g A . .. 8
n1 nz nn

Z1j verder o een getal van a, dan is zeker o mbﬁw,}a&...mnu)n met
eheel rationale b, Deel b oor a_t b o=h_a . ) LT E . De
g ation: el b door a .: b =ha +r (C‘é;rﬁc;%nn) Dan

y aw (xm 3 . \X o e ~ o~ . ]
behoort hn N bﬂ Lui%"‘%in<ﬂtan~ﬂ%?nLUn met geheel rationale b

tot a; velge?ﬁ de definitie van any 1s dus r =0, en dus fxmhncxwm
’ ) ‘ ‘ )
3ote . D . Hierin is evenzo b ioor & deelbaar
=b, (o, b, _4W, _4+ Hlerip is evenzo bl , door 'n-1,n-1 leelbaar,
dus ™-h & -h = bl SR P ,, enz. to
0¥ n o1 Faog hq uﬁ+.‘. bn*kuuﬁ_g, enz. tot

&2 & .
hn n i

Q( - -l w 2] o e 5 sattonale b
Yo g™ e ey Fy=0 met geheel ratlonale h.

)

Stelling. 4 (a) = (Na)®a .

Bewljs., We hebben gezilen &(aﬁ,,,,, mn)“‘(aﬂ*‘i"’ann)mé .

We moeten dus bewljzen: 3q1"'ann“Nﬁ' Daarvoor is het voldoende san te
tonen, dat

i o ‘ . ) ; »

gﬂk, elk tweetal ven de a,,a,,...a  getallen:

?inamngvuent mod a zijn, en dat



:«20. elk geheel getal ) van het lichaam met een van deze getallen con-

gruent mod a 1is,

[¢] . . [
1. ‘ B! w. +,,,+0] nod : 0 0 rE
Uit TS R TN qw, rmwn(m d 3_), ‘%rm‘;}amm’ xéf‘m -
volgt:
n
H - 1 w
> (t‘m-r‘m}wmmu (mod a), of
mwi & At a4
N ‘ 1
- W _+ir -r {W_ B0 d al,
i i% {pm pm} m*}rn ni n (mo ,%,.)

! o] 3l - - -~ »
Volgens de definitie van n is dus raEr Op dezelfde wijze volgt voor

nn
n>1 ook: r, _a=r! ,...,ra=r0.

0 . . . e 3

27, Elk geheel getal /7 van het lichaam heeft de gedaante:

"7:: bQ w,§+...+bnujﬁ met geheel rationale b,

Deelt men bn door a__t b ,,;,mhna +r
+ 9

O L
nn n nn ‘n? - -

n <:‘énn, dan 1is V"hnwn“
=h '“3 RS W Y an g ;
1 qtee et (Wt W, enZ. Lot

P -h, X - oy X =r, Wt Wy, O <r, <A (m=1,...,n).

i

et 5 I
P Er, Wat. .. tr  (mod a).

g

Stelling. Is C’f,g,...,O(W een basis van het ldeaal a en W, ,...,w,  cen
lichaamsbasis, dus

s
()’.k - 2: ;:m{,ai, 1<k €£n, met geheel ratlonale c,
1= - -
dan is )C?K.i! = + Na,
Bewl js.

4 (2)

it

icklf A 5 volgens de vorige stelling 1s:
o
A(2) = {Ng)ﬂ”,ﬁs , dus ickfii = + Na.

Stelling. Is &40 een geheel getal van het lichaam, dan is
v o] - va,

Bewijs. Is wq,,“,wﬂ een lichaamsbasis, dan is otwq,..., XUy, een
basis van het ideaal [Qf] , daar X(n, Wb, oth W )=h, KW+ +h Rw
h's geheel rationaal.
‘ Nu is ;
E &[m]m "&( C‘M,”,,m%)



b

P
L Wgqe s Fgpy “

[
= ! i {ﬁjo“ﬁ,,,’u

Ry Wy« Ry

”y

g";}iw A ( Wﬂ"%Q”"wrz)

” ,
{N‘m}‘v{} {\Wﬁg)“'!wﬁ)'

Ook 1s As[‘-)i] = {’ o&}} Q{W,},..wwﬂ}, “anrp AI‘:L"‘M'“)%M*Q is,
geldt N [o) = +

Stelling. Elk priemidenal p bevot precies ¢én priemgetal p,
ﬁewigﬁa. We hebben reeds bewezen dat p hoogstens ¢én priemgetal bevat.
We zullen nu bewljzen, dat p tenminste één prlemgetal bevat. p beva

zeker een natuurlijk getal o, Ult n 7Tg~ volgt ;; fi]-—w pf’(‘f"}’pj“" f']ﬂ;]’

dus voor minstens één p p/ Jr]:,‘?; o/p.

Stelling. Als p het priemgetsl 1o dat tlj p behoort, dan volgt ult };IL,/?},
a geheel ratlonaal, dnt v/ is.

Bewljs. Voor 2=0 iz de stelling <fBu*‘f«‘%‘»~H§'k{ 21j verder |af = TTp'. ULt
p/a volgt p/Tlp', dus voor &n ' | /p I o'=p.Fp/2.

Stelling, Als p het priemgetal is dot in p ligt, dan 1s Np=p f, waarin
f een natuurlijk getal n is.

Bewljs. Ult ‘E/p volst [,31 = p 7, dus

Verder 1o N p »71.
Definitie. De f ult de vorlge stelling heet do
Stelling. a/N 2.
Bewl js., Is [37,,.,3,...,ﬂ}\§:,} een representontensysteem van de N a klassen
mod a2, dan is blijkbaar o /3 +2,.“,ﬁ,, +1 er ook een; want dit zi]jn

ANl

Na incongruente getallen van het lichaamy dus is

(3,,3«%'..»@1\12“5 (

0 = Na (mod a).

2nd van p

ow

L) L g,@\% mod 2 )

Sy - _
Stelling. o V- Z 1 (mod p) voor Rf{){,
Opmerking. Voor P 1s dit de stelling van Fermat.
Bewljs, 21} /(3“’[3?5}3‘ het representantensysteem van de Np klassen mod p.
Hiervan laten wij de reprecentant van die klasse weg, dle ult de vocor p
deelbare getallen bestaat, zeg ﬂN
Dan zijn de niet door p deelbarc getallen
q@q;»*n;“ﬂ 1
fﬁg-“i is, en ui%
cx‘ﬂl,,“" 0‘)@ (mod p), 1 Lr<Np, 1 £s <Np

@

representanten van de Np-1 klassen, daar het aantal

volgt.




p/ck (’Br*" f3.), en dus {3?;«‘ /’3g
Dus is 0‘{31 ocﬁ;?. . .QX,GN?A “5{3,3 0@ . ’GNQ»‘& (mod p),

o213 1 ﬁ:}'“/gmr«ﬁ =13, ﬁ;ﬁ:"‘pl\%ﬁﬂ(m’ﬁ L.
2/ (@ )3, B By s

-9/1

E/O{ ?‘ig ¢“.2”

Sstelling. Er zljn slechts eindig veel idealen met een zelfde norm,
Bewl js. Is een natuurlljk petal m gegeven, dan 1s als er een ideanl

met de norm m 1s, 2/m, Er zljn slechts eindig veel van zulke idezlen,

Bewl js. Ult a = b ¢ zou volgen

p=N2a=NDNc,dus Of Nb=1, of Nc =1,

St@lling . Ult Na=p volgt dat 2 prlemidenal is,

N LX) § - - .
;jld:‘ 01 L’ = 4) 7_{ {8 mz {V,‘.

Voorbeelden van tdealen in P(1V5),
We willen [f“] in priemidealen ontbinden,
Noch [6') x[ﬂ [}’] , noch [ff;:] [ + i\/] [? i\/b] is cen ontbinding

in priemideslen, We hebben vroeper reeds gezlen dat [“: 1+1V-} geen hoofd-

ldeaal is, toch is [;’;’,,w{i_\/ﬂﬁ] / [*’} . Nlet elk priemidenal van [%"} kan

dus hoofdideaal zijn.

We noemen nus {9,ﬁ+iVEﬂ = s [;,141Vﬁ] [2 1w i‘fﬁ]

Dan 1s

gfu [2,%1\/%} [2,%1\/’%] [i&,zmzi Ve, 2421V, —heot V‘@]w
[2) [2,741V5, 241V5] .

Nu 1s 2.2+(-1)(1+1V5)+(-2+1V 5)=1, dus het lantste ideanl =0, dus

o2 [2] .

[
3 i:, N [ - . " 2 ; T 3 ~
Na,)"=N|2]=4, dus Na = 2, dus 2, 1s priemideaal. Verder is
- 2 o A X

= [3,141V5] {3;,“3-1 V) = [9,3+31Vs, 3-31¥5,6] =

[3} ['% ’Hi\fﬁ, - ] [ ] dus daar 3, geen hoofdideaal is
2,40, 3,4[3]) , qus 33#0, N~9> , Nag »7. ULt Na Na,=N(3)=9 volgt dus
Na =Na.=3, Dus a, en a, zljn priemidealen
-2 =3 -2 -3 °
;;Varﬁar is agﬁé 5 anﬁ&r& zou au/ﬁ i\/g, 33/1+1Vr dus ag/ﬁ. Daar aq/j
zou a,=0 zijn,
= ,mntbinéing van [ﬁ] is dus:

{6} = [2] [3 = [2,141V5)? [3,%1\/“5] {3,%1\/'&]

it
L

i
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In de ontbinding: [6] [1 + i\[BJ [j—i\fé] vallen de factoren rechts

ulteen in {5+1\’§T' 2485, €n 1—i\f§] = 8433 Dit kan men als volgt in-
zien:

[/] + 1V5] [ﬂ—iv’5] = Q_? 2, 835 dus

a,/ [ﬂ+i¥f5] a,/ [1+1\f)]"* 8425/ Eﬂ+1\f§]

(34 en a, zljn verschillende ppiemidealen)'

N(a,a,) = 2.3 =6, N [}+1bf;] = 6; dus
A, A, = [’l+i\/-5] ; dus a, ag= [’]«i\[S] .




ALGEBRAISCHE GETALLENLIGHAMEN X

door

Prof.Dr B, Meulenbeld

22 februari 1956

Kwadratiseche Getallenlichamen,

Beschouwen getallenlichamen van de tweede graad P(®), waarbi] ﬁ Wor-
tel 18 van een vierkantsvergelljking, Elk getal van P(ﬁ'} is dus te
schrijven als x+y®, met x en y rationaal.

Stelling 1) Elk kwadratisch getallenlichaam heeft de gedaante P(VC),
waarin C geheel rationaal 1is, #0, #1 en kwadraatvri].

2) Voor elke ¢ is P(VC) een kwadratisch lichaam,

3) Van twee verschillende C's zijn de lichamen verschillend,

Bewijs. 1. Laat de vierkantsvergelljking waaraan z9’ voldoet zijn:
ax " +bx+c=0, dan is

¥- -b & Vb -hac

2a ’
Elk getal var P(P) is dan te schrijven als x+y#= x- Tg‘" y o+ %é- V g-uac .
Nu 18 %~ 2’"‘ ¥y en ook %— rationaal; dus het getal te schrijven als

a+y,.i\/ b2 Yac, met X, en v, rationaal, Het lichaam is dus P( ng bac).

-4ac kan nilet 0 of een_kwadraat zijn, dus b 4ac==q20 met C¢0, C#1,
\/\.2 ,
C kwadraatvrij. X Y, b -bac=x +Y 4 q\.f‘ Het lichaam is dus P( VL)

1
2, Duldelljk daar V"(‘ wortel 1s van de irreduclibele veelterm xg-u.
3. Uit P(\f (,;,) waarin 3, en C, geheel ratlonaal, #0, #1 en

kwadraatvrl] zijn, volgt \Fu -—«z+bV7”‘2, met rationale a en b, Hierin is
zeker b#0, daar anders \/QG,I ationaal zou zijn, Ult C,)-—a +EabV‘ +b C
volgt dus a=0, dus Cﬂ:bg;‘. , met ‘o rationaal = + ', p> 0, a%0, (p,q) 1.

2
Dus q2 en p /u,}, dus p=1, q.ﬁ, b= +1 of C,=C

2

Cqm’pgcz. Nu 1s qg/c,

no

1=Co-
Stelling. Het lichaam P(19) met 7%= V2 (C geheel rationaal #0, #1, kwa-
draatvrlj) heeft de basis

1, 79' als
4] + P

» als

2

=2 of 3 (mod 4),

=1 (mod 4),

2

Bewiéﬂ‘ 79’13 geheel want is wortel van xg-—G:O. Proberen als basis
(1,7%). Dit is zo als voor gehele © =x+y7® de x en y geheel rationasl
zljn. Nu is Ol geheel als © wortel is van Okz— SO +N=0 en S en N ge-
heel rationsal zijn (noodzakelljke en voldoende voorwaarde). S= @+ Gk ,
Ne XX, = x4yd, Rex-y 9, dus S{X)=2x, N(O'.)axg-yEC. Uit 2x=geheel
en xaqaﬂmgeheel, zouden wij dan moeten concluderen tot X=geheel, y=

geheel, x2~y26mgeheel, dus (Ex)e-(Ey)gcw# voud, dus (zy)gcmgaheel.



-

Hieruit vglgt 2y=geheel, Wias nl., 2y= g (p en q geheel rationaal (p,q)wﬂ),
dan zou E*E = geheel zijn, en dit kan niet daar C kwadraatvri] is. Dus

q
2x=geheel, 2y=geheel,

Stel C=4v 42, Nu is (Qx)gzuﬁvof bvasq, (2y)2m4 vof 4v + 1, dus

(4v +0 of +1)-(4V+0 of +1)(4V +2)=hV, of (0 of +1)-(0 of 2)= 4V ,
Dit kan alleen als wij beilde 0 necmen, d.w.z. (2x)2au vV en (Qy)gmhv s
of 2x en 2y belde even, of x en y geheel, Als C=4 VvV +2, is dus (1,19)
een besis,
Stel C=4v +3. Dan (4 V+0 of +1)-(4 V+0 of +1)(4V +3)=4 voud, of

(0 of +1) - (0O of 3))= 4 voud.
Weer belde 0, dus ook nu is (1,v ) een basis,

Stel C=4v +1, Dan (4 Vv +0 of +1)-(4V 40 of +1)(4V +1)=4V , of
(O of +1) = (0 of +1) = 4v

Nu kan dus optreden O en 0 bf 1 en 1, d.w.z, Of 2x en 2y zijn beide
even, df 2x en 2y zijn beide oneven, 2x en 2y hebben dezelfde pariteit.
Is 2y = M (geheel rationaal), dan kunnen we stellen 2x = M + 2L. (L
geheel rationaal),

o = x+yﬂm¥¥£+gﬁmL+M(w).

&

Elk geheel getal O is dus te schrijven in de gedaante

b
QA = L.1+ M, —— , d.w.z. (1, i%gL) is een basis, als

il
N*
-

1%12 geheel 1s. Is g 1+ ¥ dan is #= 1%;2’.4V'+d§ = 1, WH= —p— =
1-0

= 7 .

Daar C=4 v +1, 1is 1&2 geheel; dus#sy 1s geheel. Hlermede is de stelling

volledig bewezen,

Stelling. Het grondtal is:

OH=U4 als C= 2 of 3 (mod 4),

=C =als C =1 (mod 4),

Bewijs. Is C £ 2 of 3 (mod 4), dan is de basis (1,7%); dus

17 ,
D= = 4% 2 e,

= b 1+,
Is C 1 (mod 4), dan is de basis (1, mjgm),
dus

1+ |2

A=|T =1%° - ¢,
|4 2-2

Opmerking, Als C= 2 of 3 (mod 4), dan 18 A =8 of 12 (mod 16); is

C =1 (mod 4), dan 15 & =1 (mod 4). Voor grondtallen komen dus alleen



in sanmerking 16 vouden + 8 en + 12, en 4 vouden + 1,, dle kwadraat-
veld zijn, 7 en 25 kunnen bijv., geen grondtallen zljn,

Stelling,1) Elk kwadratisch lichaam is P(V 5 ), 2als & het grondtal
is. & heet fundimentaal discriminant

2) Is & cen fundimentaal discriminant, dan is P( VA ) een kwadratisch
lichaem met grondtal A

3) Met twee verschillende fundimentaal discriminanten komen verschillen-
de kwadratische lichamen overeen,

Bewljs., 1, Daar C = % resp. A , 18 P(VC)=P(V3).
2. Is A fundimentaal discriminant, dan is P{ VA )=P(VTC), waarin
¢ = %vcor A =8 of 12 (mod 16)

Avoor A =1 (mod 4).
Deze C 18 #0, #1 en kwadraatvrij. Is A =8 of 12 (mod 16), dan is
C=2 of 3 (mod 4); 18 A =1 (mod 4), dan 18 C £ 1 (mod 4), Dus
heeft P( VA )=P(Vec) als grondtal & .
3. Volgens een vorige stelling volgt uit P( \/WA,‘)mP(\/ Ag) dat
A,‘W &2-
Stelling, Het lichaam P( \f}_’; ) met grondtal A heeft steeds tot basis
1, —%L- voor A =0 (mod 4);

1, -ji"—g-\"-/z— voor A =1 (mod 4).

Bewijs. Voor & =0 (mod 4) is C= T, ¥=\V Cs —\{;@—— ;
voor A ®1 (mod 4) 1s C= 4 , “9‘ - “2\/:-9;. .
Voorbeelden, P(1): A =-4, _.\V.:Q- = 1
PP): A= -3, 1w Ve | 10l V3

2 B 2 :

=1 b

[

it

P(:LVB)::Q&-ZO,I@ 1Vs,

Onderzock ldealen:

De basis van cen ideaal uit P(\FA) bestaat ult twee getallen O(,],C{Q,
dile belde geheel algebraisch zijn.

Stelling. Elk ideaal a van het lichaam heeft cen basis van de gedaante
A,G+BW, waarin 0LG A, B)O en A,B,G gehcel ratlonaal zijn,
BewlJs., Volgens ecn vorlge stelling 1s er cen basis te vinden van de

® m P
vorms: 1 8,}1‘3),&
X

=B Wy + 85 W,

waapin E,M> 0, 322}0, en aﬂ,ag,‘,agg geheel rationaal zijn, Kortweg:
er 1s een basis van de gedaante ((1,w) 18 een basis van het lichaam):
A,G+B W, waarin A het klelnste natuurlijke getal van a 1s, en B het



4.

kleinste natuurlijke getal is, wsarvoor bilj passende gehaal ratlonale
Go het getal Gcmw in 3 voorkomt. Daar met o ook OL-MA voor elke
geheel rationale M in a voorkomt, kan men het zo inrichten dat OLG <A
is,

Stelling, a heeft slechts één basis van de gedaante A,G+B w waarin
A,G en B geheel rationaal zijn, 0£G ¢A en B)O,

Bewijs, Elk getal van 2 hceft, als A,G+Bw een basis vormen, d¢ ge-
daante xA+y(G+Bw ),x un y gehcel rationaal.

1) De geheel rationale getallen van het ideaal zijn de getallen xA,
A 18 dus het kleinste natuurlijke getal van a, dus door a eenduldig
bepanld,

2) In (xA+yG)+yBW is yB als y >0 is > B.

B is dus hct kleinste natuurlijke getal, waarvoor GO+BLU blj passende
Gc in a voorkomt, 1s dus door a eenduldiz bepaald.

3) Heeft a de bases A,G +B W en A,Go+Bw , mec 0 LG, <A,0< G, <A,

B »0, dan is (31-02) = (G +B W)-(G,+Bw) cen getal van a. Daar
(G'i"GE) < A is, moet dus G,=G, zijn.

Definltie, De bovengevormde eenduldig bepaalde basls heet de kanonieke
ideaalbais, Voor a = 0 is A=1, G=0, B=1,

Stelling. In de kanonleke ideaalbasis 1is
B/A, B/G.
BewijJs. 1) A w bchoort tot a. Dus 1s:
Aws= XA + y(G+B W),
A = yB T3 B/A.

2) G+B W behoort tot a; -(y(G+BW) behoort tot a.
- W (G+BW)= - BN(W)- @ G = -BN&W)-G(S(w)-w)
=(-BN{w)-¢ S{w))+Gw=t + G w .

Dus moet t+GW= uA+v(G+Bw) a=vB 3 B/G.

Opmerking. De kanonleke basis van a kan men dus ook schrijven als:
BM, BR + Bw mnmet O&R«M.

Ieder getal van a is dus te schrijven in de gedaante:

c, BM + ce(BR + Bw) = B {ch + 62(}% v+ ).

Dus 8 = {B] 845 B >0, waarin a4 cen ideaal” is met basis M,R +W , en
O &LR <M,
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Stelling. Is B)»O0, O gR<«M (B,M en R geheel rationaal, dan vormen BM,
PR + Bw de kanonieke basis van een ideaal, dan en alleen dan als
M/N (R+w ) is.

Bewijs. Zal BM, BR + Bw een basis zijn van het ideaal, dan moet elk
getal van het ideaal [BM, BR + Bw] te schrijven zijn als xBM +

+ y(BR+Bw)(x en y geheel rationaal). Daervoor is nodig en voldoende
dat de twee getallen BMw en (BR + Bw)w in deze vorm zijn te

schrl jven,

Nodig. BMw en (BR + Bw)w zijn getallen van het ideaal.
VYoldoende: Elk getal O® van het ldeaal is te schrijven als & =

+”72(BR + Bw) waarin ’7,‘ en /7,2 gehele getallen zijn van het
lichaam -7,‘ en 7 , zijn te schrijven als »71ac1+c2w,72mc3+cnw
(.1‘62’33’ch geheel rationaal),

Dus & m{c,ﬁcew)m + (c3+cuw)(BR + Bw)
= c,BM + cB(BR + Bw) + ¢, BMw + cy(BR + Bw) wo .

Zijn dus BMw en (BR + Bw)yy te schrijven in de vorm xBM+y(BR+Bwj,
dan is dit dus ook het geval met &,

Nu is BMw= -RBM + M(BR + Bw), dus in de gewenste vorm met Xx=-R en
Y=,
De vraag 1s dus of geldt:

(BR + BW)w= xBM + y(BR + Bw), of

(R +ua)wo = xM + y(R +w )

met X en y geheel ratlonaal, In elk geval 1is

(R +wW)w = -(R+w ) (R+W) + (R+W+w)(R+)

= - m.n.ﬁ.‘*’l M+ (R + s(w))(R +W),
We hebben dug de gewenste voorstelling met

xm-ﬁgi&’l,yzRJrS(w).

y 1s zeker geheel rationaal, x is alleen dan geheel rationaal als

M/N (R +w).

Opmerking. M/N(R+W ) betekent in het geval A =0 (mod 4):



D

M/AN (R + gﬁ), M/R°- % of 4M/(2R)%- &

of (2R)23 & (mod M),
In het geval A ®1 (mod 4):
/> 2
MAN(R + Y2, o/ LBREU -2 of M/ (2R41)%- A .

of (2R+1)°= & (mod 4M).
Dus steeds is O kwadraatrest mod 4M.

Priemidealen

Elk priemideaal p bevat één priemgetal p. Door p 1s p bepaald. Niet
omgekeerd. Uit p/p volgt p/ [r] . In het algemeen behoeft dit hoofd-
ideaal geen priemideaal te zi!n, We trachten nu [p] te ontbinden,

] = PaPp+-+D,. In het algemeen 1is N lg] = g", als g geheel rationaal
en n de graad van het lichaam ig, In ons geval 18 N [p] = pz. us
pzmﬁg,lﬂgg...tigp. Mogeli jkheden: r=1 @ Nngpe, dus {p] = p. Hoofdideaal
= priemideaal. r=2 : &a =t g met Np = Ng = p.

Het kan zijn dat p = g 1n dit laatste geval. We onderscheiden dus de
volgende gevallen:

~

1 {p] -4 E B NE: pf:’.

11 [p} =pg, Np=p, Ng=gq, en hierin:
IIa. p # q.
IIb, p=a.

Stelling. Het geval II doet zlch dan en allecen dan voor, als O kwa-
draatrest mod 4p is., Dan is p = [p,R+Lu] s O = [p,R+<D] bij pessende R.

Bewijs 1. Nodig. S8tel geva_ Il doet zich voor, Dan is er dus een p met
Np = p. We nemen de kanoniekc basis BM, BR + Bw van p, weaarblj dus

0 ¢R«M, B)>O, o kwadraatrest mod 4 M is,

Vroeger gehad de stelling: Is<x1...,cxn een baslis van a en uuq,..‘u%
een lichaamsbasis en

n
XAy = §:% Cri Wy 1 ¢k ¢n, met geheel rationale c,
“dan is

Jyil= 1 Na.

BM O
Volgens deze stelling 1s p = Np =

l = BEM.
" BM B
dus B= 1, M=p, p = {p,ﬁ+~u% ;oen &H1s kwadraatrest mod 4p.
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2., Voldoende, 21j & kwadraatrest mod 4p, Dan kiezen we x 2o,dat
xeg A (mod bp). Bij even & 1is x even, we noemen dan x=2R, Blj on-

even 4 18 x oneven; we noemen dan x=2R+1, Dan 18
2

2R)"~ &
N(R+w) = voor 2/4 ,
2
ER? =8 voor 2 b ;

dus p/N(R+Ww).
Voor de idecalen = {;3 ,R«&»uﬂ » @ = [p, R+ m:} geldt p g = {pg,p(ﬁ+w),
i -

p(R+W), N(R+w {p] (p,mw,mm , i‘;(}%.‘:ﬁﬂ] - (E} a, dus

Np Ng = N(p @) = N([F] 2) = p°Na.
Nu is 53./ [p‘_} , maarp [p} -/- p, daar R+w geen veelvoud van p 1is, en

q/ [P] , doch [1’3]7“3, dus Np = 1 of p, Ng = 1 of p, Dus is Np=Ng=p.
Dus zijn p en g priemidealen; Na = 1, a = 0, p g = [p} .

Opmerkingen, 1, Geval I doet zich dan ¢n alleen dan voor, als A nict-
rest mod 4p is.

2. Geval ITI doet zich in elk geval voor als p/A is. Want dan is
A *5502 of ’12 (mod 4), A = 0° (mod p), dus als p>2 is & kwadraat-
rest mod 4p. Als p=2 ¢n 2/& , dan 1s & =16v + 8 of 12, dus A = 02

of 2° (mod 8), dus & kwadraatrest mod 4p.

Voorbeeld, Lichaam van auss P(1) of P(VY -4).
A= -4,W =i,

Is [73 = p of p g ? Hargt crvan af of -4 kwadraatrest mod 28 is. Is
X2 -4 {mod 28) oplosbaar? x moct ¢ven zijn, dus x=2R, dus 1is een R
met RE::_:*»—’} (mod 7). Er blijkt geen oplossing te zijn. Dus [7] = P,
een priemideaal met norm 49,

Is [13] = p of p g ? Hangt crvan af of -4 kwadraatrest mod 52 is., Is
x“= -4 (mod 52) of Rgg -1 (mod 13) oplosbaar? R=5 voldoet, dus

[13) =pa= [13,5+1] [13,5-1] . Dit zijn 2 priemidealen met norm 13,

Hoe kunnen wij nu de gevallen IIa en IIb onderschelden? Daarvoor geldt

de

Stelling. Zij & kwadraatrest mod 4p (dus II). Dan en alleen dan is

Rvm g als p/A is.

Bewljs. p = q betekent [p,mw] = {p,ﬁa—"@}. Dit betekent hetzelfde

ala[p,ﬂ+u}l/ p,R%—"@], daar het nier over priemidealen gaat. Dus moet

[p,R+u} /R+1D, en ook [p,mw] /(R+W ) +(R+W ), of {p,mu.}]/zms(w).

Daar 2R+8(w ) geheel rationaal (s, moet dus p/2R+S(w ). Wegens:
QR*‘P&(W)}Q-M) NRHW) o (2R+w W0 )2-b(Rew ) (R4D)

=BRZUR(WH ) + (w+)2-4RIR W+ T) - 4wl



ol
e 1 2
= w-0)? = |}, &l -8,
luidt de noodzakelijke en voldounde voorwaarde p/ & .

We kunnen het bovenstaande samenvatten door het symbool van Kronecker
te gedbrulken,

n ,
Symbool van Legendre, (5)‘;? pricm > 1, pfn;
(%) = 1, als n kwadraatrest mod p is;
(%) = -1, als n nict-rest mod p is,
Symbool van Jacobi (%) m oncven, (m,n) = 1,
Is m = priem, dan = symbool van Legendre, Verder
n n
® = 1T @.
n/m

Symbool van Kronecker,

(%) met d= 4% voud of 4voud + 1; d geen kwadrazt m» Q0. Zijn 4 en m onder-

ling deelbaar, dan is (%) = 0. Is m cven = 2im (m' oneven), dan is

(g») = 0 alas d even is
=+ 1, als d = 8 voud + 1
=+ 5, als d = 8 voud - 1,

Stelling. De gevallen I, IIa of IIb doen zich voor al naargelang
(%) = -1, 1, 0. (Kronecker)

Bewijs. a) Geval IIb doct zlch voor als p/4 , maar dan is (-gl) = 0,

b) Geval ITa doet zich voor als pf& tn & kwadraatrest mod 4p is. Te be-
wijzen is dan: (%) = 1,

Stel eerst p=2, dan 1s A =4 voud + 1, dus df 8 voud + 1 of B8 voud + 5.

Nu is8 & kwadraatrest mod 8. Maar xgg 5 (mod 8) heeft geen oplossing,

dus moet gelden: A = 8 voud + 1; maar dan is (%) = 1,

Stel p # 2. Te bewljzen (%) = 1, ¢n dan stelt dit het symbool van Le-~

gendre voor, Nu Is A kwadraatrest mod 4p, dus zeker kwadraatrest mod p,
dus (%) = 1,

¢) Geval I doct zich voor, dan 18 A een nilet-rest mod 4p. Hierult
volgt p'f& ;

Stel p=2, dan 18 A= U4 voud + 1, dus 8v + 1 of 8v + 5,

In het eerste geval was & wel kwadraatrest mod 8, dus moet A =8Bv + 5,
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en (3) = -1 zijn, .

Stel p oneven., Te bewljzen (%) = -1, of A 1is een niet-rest mod p,
terwijl gegeven is dat & cen nict-rest mod 4p 1s. Stel & was een
kwadraatrest mod p. Er zou dus een x zijn met x2 * A (mod p).

Stel x°- 4 = 4 voud, dan is x2§ 4 (mod 4p) en zou A cen kwadraat-
rest mod 4p zijn. Tegenspraak., Stel x4 £ 4 voud,

Is A = 16v + 8 of 12 dan kon x niet even zijn, dus x = oneven, Maar
dan is p-x = even en (p-—x)2 - A = 4 voud; terwijl (p—x)2- A =
pz-exp FoXo- A = p voud, dus een 4p voud is. Xgr: A (mod 4p) zou dan
wel een oplossing hebben, nl. p-x., Is & = 16v + 1, dan kan x niet
even ziljn, dus x = cven, Maar dan 1is p-x = oneven, en 1is (p—x)e— A=
4 voud, dus een U4p voud, en xgg A (mod 4p) had weer een oplossing,
A is dus een niet-rest mod p, dus (%) = -1,



ALGEBRAISCHE GETALLENLICHAMEN XTI

door
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Stelling. Het aantal oplossingen F(k) van Na=k is van elk natuurlijk
getal k gegeven door

F(k) = 2;£ (%) (symbool van Kronecker).
n

Zo is het aantal idealen met Na=3 gclijk aan

1+ (%) = 0 of 1 of 2.

il

Stelling. F(qug) F(k,)F(ky).

Zo is F(105°) = F(3%)F(5°)F(7°).

We hebben bij de kwadratische getallenlichamen reeds gezien dat een
noodzakelijke en voldoende voorwaarde voor het deelbaar zijn van [pﬂ
door het kwadraat van een priemideaal is p/a .
Ook hebben wij bij een voorbeeld uit P(1V'5) afgeleid dat [2] door
het kwadraat van een pricmideaal [2,1+i\fEJ e deelbaar is en [3] geen
kwadraat van een priemideaal bevat. Nu is het grondtal A van

. 1 d
P(1VD) = IVE  -1V5
In het eerste geval is 2/-20 en 3 #-20,
Deze gevallen ziljn biljzondere gevallen van de volgende algemene sStel-~
ling, dile voor elk algebraisch getallenlichaam geldt:

= -20.

Stelling., Bij cen priemgetal bestaat er een p met Eg/p, dan en alleen
dan als p/&.

Het bewlijs van het eerste deel van deze stelling:

"Uit Eg/p volgt p/& " is niet lastig;

Het tweede deel: "Ult p/ & volgt Ez/p " is ingewikkelder.

D¢ stelling van Minkowski over het grdndtal: van n=1 is er slechts het
lichaam P met grondtal 1. Minkowski heeft nu als cerste het vermoeden
bewezen dat voor e¢lk ander algebraisch lichaam, dus met nx2, het
grondtal van + 1 verschillend is, dus absoluut > 2 is.

de

Stelling,van Minkowskl: Voor elk algebraisch lichaam van de n graad

met n>1 is | &1 > 1.

Elk ideaal is cen''tweeledig" ideaal.
Aan het bewijs van deze stelling laten we een hulpstelling voorafgaan,
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Hulpstelling. Z1jn twee idealen 2 en b gegeven, dan bestaat er een * ¢

met (J%l’g)uo

®
s

Opmerking. & moet men dus zocken onder de van 0 verschillende getal-
len van het ideaal a1,

Bewijs. Voor b = O is dc stelling triviaal. Z1) b #0en Pqsee-sRy, de
verschillende op b deelbare pricmidealen,
Is r=1, dus b = P.‘b" b >0, dan hebbun we dus & zo te klezen dat

o

(“%“l‘t p) = 0.

Dit is zeer eenvoudig; men kieze ™ zo, dat a/o&, a p o 1is, dan kan
niet (—ggj, E) = p zijn. Is r »1, dan moet Ot zo gekozen worden dat

(__i_;_‘_l , E-m) = 0 gelijktijdig voor m=1,...,r vervuld is,

2 P4Bp---P
Daar de stelling voor r=1 bewezen is, kan, als we a door Axe L

| ) o
vervangen, Otm voor m=1,.,.,r 20 gekozen worden dat (?i Pibg-- Bp ’Em)”-g
Em
is., We stellen dan X = 0<1+ Ot .+ &, Wegens g_/Ofm is dan a/&; ver-

der 1s 2 p. fOt , want &, ..., & Dbehelve & zijn door a p, deelbaar,
en o(m is het niet, Dus is 2‘ 5By = 0.
Stelling. Elk ideaal a laat zich in de vorm [Ot ,[3] schrijven. Boven-
dien kan {3 hierin een willekeurig van O verschillend getal van a zijn
(vbijv.Na).

E&wigs. (G willekeurig #0 in a. Neem voor b = [/S en pas_ de hulp-
stelling toe, Men kan dus cen O vinden met - (%}_ s ) = 0,
dus 2 = ([0],[87)= [, Bl -7
Opmerking. Deze stelling wil zeggen dat men elk ideaal 5-3-5[0(’\’0‘2""’0‘8}
kan terugbrengen tot [O( s ﬁ], zodat alle getallen ‘}/10<,1+...+ 7/8018
dezelfde zljn als X+ /3 (’»’)1,...,’7]5,’7,5 geheel algebraische getal-
len van het lichaam), Dit wil echter niets zeggen over het terugbrengen
van een basis van a. Deze laatste bestant steeds ult n eiementen

(n= graad lichaam) mq,...,an, zodat elk getal van a te schrijven is
als ¢, O +. . 4c & met c,,...,C¢, geheel rationaal. Zo kan men in P(1)
het idesal {‘13,54—?] ook schriven als [2+31] . Nu is 13,5+1 een basis
van het 1deaal, zodat elk getal ervau te schrijver 1s als cﬁ13+a2(5+i)
met c, en c, geheel rationarl; ook te schrijven als\(2+31)’7, maar nu
187 een geheel getal van P(u), Jus van de gedgante n+bl. De basis
blijft hier steeds ult 2 elementen bestaan,

Idesalklassen, ,

h waw een vast algebraisch lichaam. Wij zullen op cen bepaalde ma-
%aliﬁiﬁﬁ’:alwn van het lichaam in klassen indelen; en dan de eindig-
1eid van het aantal klassen bewijzen,
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Definitie. Ecn ideanl hecet cquivalent met een ideaal Db, als er twee
hoofdidealen {&] [[33 bestaan, zo dat

[o(] a = [[3] b.

Notatie. a~ub,

Stelling. De drie bekende postulaten,

Bewijs, a) Symmetrie: [1) 2 = [1] 2, dus: a ~va.

b) Reflexiviteit: Uit arvb volzt [(3] b =[] 2, dus: b ~va.
¢) Transitiviteit: Uit a~vb, b volgt:

2 =IR) & [y1b = [O)e, [xy)2 =[Ry] 2 =[B4le,

dus: a"Je,

Alle 1dealen vallen dus ulteen in klassen van equivalente idealen,

Stelling. Een der klassen wordt door 2lle hoofdldealen gevormd,

Opmerking, Als, zoals bij P, «¢lk 1deaal hoofdideasal is, 1s er dus

slechts één klasse,

B{:wi 8. 1) Zijn& ])em [[3} twee willekeurige hoofdidealen, dan is
BITS] = [IR)  dus [0 ~If3)

Elkc twee hoofdidealen zijn dus equivalent,

2) Is {W]Na, dan 18 bij passende ,65‘

[yI[)= 2[8] &, dus [S]/[yod of &fye, , dus

(}/0( = 5[3 met ,E;eh;le [3 #0, dus [6] ?__“[J o= [Jﬁ]m [5] fﬂy
of: a = {3 .

Elk ideaal, dat equivalent is met cen hoofdideaal, is dus ook hoofd-
idesal,

Stelling, Uit a~vb, ¢ ~vd volgt a c~Ub d,
Bewigs. [0 2 =[]y, [yle=[8]¢ . aus
[y] 2e=[BS]re

Stelling. Uit a ¢ ~~ b ¢ volgt a ~vb,

s

Bewijs. [a ]aﬁw[ﬂ]z.@,, aus [od 2 =[p] b».

Stelling. Er bestsat een e2lleen van het lichaam afhankelijk positicf
getal M, zo dat er in elk ideaal a een getal & £0 bestaat met

\na < m.na,

Bewijs, Z1j w (1 ¢mngn) een lichaamsbacis, 0 =v (1?) de kanonnieke
sjmhm,ji“wi.jm, z* (’é?') ) (5)(*&“,“.;!})

M= J;L(tw LB e (8,

beweren dat M de verlangde eigenschap heeft. 21J a het gegeven ldeaal.
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We kiezen het natuurlijke getal k zo dat }u N@ < k+1. Dan is
k“@:Ng <(k+1)", Onder de (k+1)" verschillende getallen KaW e 4% W,
met xmau(},’!,ﬁ,...,k, komen dus twee mod 2 congruente voors:

FQWates FY W TZWbe 42 W (mod a),

waarbij dus Oﬂvmsk, 0§Zm&< k, maar rict alle Ym=Zm gelijk saan O zijn,
We stellen nu CKm(yq—zq)cuq+...+(ynazn)zun, dan i8 ©® ecen getal van a
en #0, Verder is:

iﬂmle’!;r Z:( W g TT

¢l
8

Mu%(>§4Mﬁg.

Mize

Gevolg. Stelt men [Ot] =a b dan geldt: Door ¢lk ldeasl a 1s een zeker

hoofdideaal a b dcelbaar waarbij N(a b) = N[od = {ne | & MNa, dus

Nb <M.

Stelling. Het aantal der ideaalklassen van het lichaam 18 eindig (dus
een positief, alleen van het lichaam 2fhangend getal).

Bewl s, Wﬁj behocven s8lechts aan te tonen dat er in elke klasse min-
stens cen ldeaal b bestaat met Nb £ M, want volgens een vroegere stel-
ling zijn er slechts eindip veel idenlen die hicraan voldoen,

Z1iJ een 1ldeaalklasse yegeven, ¢ cen willekeurig ideaal ervan en a zo
gekozen dat ¢ a~v 0. We passen nu de vorlge stelling toe op a. Dan be-
steat er-dus een b met 2 bAs0 en Nb (M. Ult ¢c anva b volgt b ~ve.
In de gegeven klasse hebben we dus een b gevonden met Nb (M.

Stelling. Is h het aantal klassen, dan zgeldt voor leder ideaal a:

g 0.

Opmerking. De h'de macht van e¢lk idcaal is cen hoofdideaal (h onafhan-
kelijk van a).

Bewijs (zie bewljs kleine stelling van Fermat): zijn a,,...,32, repre-
sentanten van de h 1ideaalklsssen, dan zijn a Baqseeesd 8y het ook, daar
hun aantal klopt en zeen twee van deze idealen equivalent zijn, Dus is
ook:

8284 2 85...2 23, A2, 85,000 OF
h
2(2q 82 27) v 024 25--2p)

a" Q.



